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第 一 章 引 论 


31 基本 概念 


关于 方程 ， 我 们 曾经 讨论 过 儿 种 类 型 ， 如 讨论 过 高 次 代数 广 
程 和 线性 代数 方程 组 ， 其 中 作为 未 知 量 的 是 一 个 数 和 一 组 数 ， 又 
如 在 数学 分 析 中 讨论 过 的 函数 方程 ， 那 里 作为 未 知 量 的 已 是 一 个 
函数 ， 许 多 生产 实际 或 科学 技术 问题 中 ， 还 总 结 出 另 一 类 了 数 方 
程 。 在 这 些 方程 中 ， 作 为 未 知 量 的 也 是 一 个 函数 ， 但 与 一 般 函 数 
方程 不 同 的 是 在 这 类 方程 中 还 包含 了 未 知 函 数 的 导数 或 微分 。 本 
书 就 是 专门 研究 这 类 方程 一 微分 方程 加 

通常 ， 所 谓 微分 方程 是 指 这 样 的 关系 式 ， 它 联系 着 自 兢 轩 和 
由 变量 的 未 知 函 数 以 及 其 导数 〈 即 徽 离 ) 或 微分 。 或 者 说 。 含 有 
” 坟 知 诈 数 的 导数 或 考分 ， 同 时 也 可 能 包含 有 自 变 秆 与 六 知 商 数 本 
先 的 书 知 关系 ， 叫 向 分 方程 如 


四 一 
5 + 四 +z=sinft 12 


ero 间 +2( 2 攻 ) = 1。 3 
入 了 . 
4 tsine 守 芝 +5xzy= 0， 1 


a 时 1 


2 十 2 二 2 =0 《1.62 
都 是 微分 方程 。 在 微分 方程 里 ， 如 果 未 知 函 数 仅 与 一 个 自 变量 有 
关 ， 叫 做 常 微分 方程 。 如 (1.1 、(1.23》、(1.3?、(1.4? 都 是 常 徽 
分 方程 。 如 果 未 知 小 数 与 丽 个 或 更 多 个 自 变 量 有 关 ， 冲 和 伏 偏 铂 分 
方程 。 如 (1,5).(1.6) 是 人 篇 微 分 方程 ,本 书 主要 讨论 常 微 分 方程 . 
以 后 车 不 特别 说 明 , 凡 说 到 身分 方程 或 者 方程 , 均 指 常 微分 方程 ， 
在 微分 方程 里 ， 未 知 函 数 的 景 高 阶 导 数 或 微分 的 阶 数 ， 叫 做 
微分 方程 的 阶 。 如 (1.1? 是 一 阶 的 ，(1.27《1.3) 是 二 阶 的 ， 《1- 4) 
基 三 阶 的 . 
”rn 阶 常 微分 方程 的 一 般 形式 可 写 为 


Fr, ys y's sd ‘re )=0, | 《1 ,77 
或 者 是 显 式 四 
y =f(z, yy uy’ ? yD), | | | 1. .8 


- 吉方 和 (i 7) 的 左 丹 关于 未 知 坝 数 y 以 及 它 的 各 阶 导 数 y， 
y”，… VW 都 是 一 光 的 ; 出 称 为 ? 阶 线性 执 分 方程 ; 反之 , 称 为 
丰 织 性 机 分 方程 ，n 夫 线性 访 程 的 一 般 形式 为 
Dy ay ta (eg), (1.9) 
其 中 国 数 eu Cz)，9,《7T)，，a,《?) 和 9C2) 都 是 己 知 的 实 信 过 时 
下 数 ， 如 方程 (1.1)、(1.2)、(1.4? 都 是 线性 的 ， 而 方程 (1.3) 是 
非 弘 柱 的 。 
:如果 在 区 间 1=(a，5) 内 ， 存在 函数 y= 9(z)， 且 用 p(z)， 

下)， 9 《2 分别 代表 2 3，…2 后 ,使 得 方程 (1.7) 
或 (1,8) 在 1 内 成 为 关于 自 变量 x 的 什 等 式 ， 

和 + 


Fr, pr) Pim oy PTIy m0 
或 - 时 
pm, prY, PTY ey PH CF)) 
山 称 函数 = p(z) 是 方程 人 1.7) 或 人 1.8) 在 7 内 的 解 。 

通常 把 求 一 个 方程 的 解 ， 也 常 说 成 积分 这 个 方程 。 
， 诬 该 这 而 ; “区 后 我 们 讨论 的 函数 均 吓 实 的 音信 酒 数 ， 解 /= 
4 的 mr 阶 导 数 949 (z) 不 仅 存在 而 且 连 续 、 为 了 方便 ， 当 酶 数 
9g(z) 在 7 内 县 有 直到 ?5 阶 连 续 徽 商 时 ， 常 简 记 为 ptz)EC*(), 或 
者 pEC"。0 EC 表示 9(z) 在 [内 连续 。 
本 在 我 们 用 各 分 该 来 计 治 一人 条 和 的 镍 分 方 和 


和 = /Go) C1.10) 


ee 
积分 ， 便 得 到 
y= Gdz+o | C1,11) 
其 中 不 宪 称 分 才 示 2) 的 一 个 原画 获 ， < 是 任意 常数 。 当 纵 "以 不 
周 的 导 时 ， 便 得 到 (1.10) 的 不 同 的 解 。 
如 果 我 们 所 要 求 的 是 当 z= zo 时 ， ylwo》 二 yo 世 放 月 钥 ， 
em fa EE 1 


.这 全 简单 的 例子 都 明 ， 一 个 微分 方程 的 解 的 个 数 一 胡 是 天 这 

多 的 。 演 此， 要 确定 某 个 特定 前 解 ， 一 般 是 需要 附加 条 件 的 。 例 

妨 ,: 解 (1.1 名 就 是 从 (1:11) 中 由 附加 条 性 VCx6) 二 饭 确 定 钱 。 

在 理论 上 ， 特 别 基 在 应 用 上 ， 往 往 是 要 求 出 清 足 某 些 作 储 条 : 

件 的 解 ， 我 们 把 这 些 伴 久 条 忻 叫 做 定 解 条 人 忻 》 把手 往 中 微分 方程 
本 4 站 


又 适合 定 解 条 侍 的 求解 问题 。 叫 做 定 解 问题 。 本 书 讨论 的 主要 定 
解 问题 是 始 值 问题 或 称 再 西 〈Cauchy) 问题 ， 
对 于 一 阶 方程 
=ftr, WD, 1.1% 


这 里 f(x， 坟 是 (z， 护 平面 上 区 域内 有 定义 的 实 值 肖 数 。 方程 
《1,13) 的 娩 值 问题 就 是 ， 对 了 D 内 任 一 点 (zu， 罗 )，(1,13》 具有 在 
ICD 内 有 定义 的 解 yCz) =pCx)，(xe EI1)， 并 且 满 是 条 件 
VOT = os (C1.14) 
数 z。、y6o 岂 局 初始 数据 ， 而 条 件 (1,14) 岂 向 解 y=pCz) 的 初始 条 
件 ， 这 个 定 解 问题 常 简 记 为 
dy _ 
人 yy)s 《1.137 
yr) = Hn, 《1 ,14) 
例 1 ”根据 实验 知道 ,放射 性 元 素 锣 等 会 不 断 地 放出 射线 而 逐 
光 误 少 其 质量 (这 种 现象 叫做 衰变 )， 其 赛 变 的 速率 与 元 察 剩余 的 
质量 威 正比 。 如 暴 已 知 剩余 物 在 时 间 i。 的 质量 为 z,， 试 求 出 它 在 
任何 时 刻 ! 的 质 重 ， 
解 ” 从 题 意 可 知 ， 有 始 值 问题 ， 
他 (a<0) (1.18) 
TC ) = 2 1.18) 
其 中 z(f) 记 为 元 案 的 质量 ，- 表示 衰变 的 速率 ， a<0 是 比例 党 
数 。 (1.15) 吉 示 当 时 间 增加 时 元 素 的 质量 总 是 减少 的 ， 而 条 性 
(1.16)? 是 初始 条 性 。 


对 于 (1,1 抱 两 端 ， 可 直接 关于 自 变 证: 进行 各 分， 有 
-4 


人 = Jodt + ine, 
tT 


所 以 
T=ce":, 

其 中 6 为 任意 常数 ， 容 易 验 证 ， 对 任意 常 狼 Cc,*=ce" 均 是 (1.,15) 
的 解 。 要 使 解 还 满足 条 件 x(to)=T， 就 必须 选取 通 当 的 c 人 。 若 
令 zCf0)=ce”"*， 则 有 c=z(to)ye*"。 移 这 个 c 值 代入 X=ce”， 
就 得 到 所 求 始 信 问题 的 解 为 

| TT 
我 们 称 x = ce* 为 方程 1.15) 的 通 解 ， 称 x*=2,e"""" 为 始 值 问题 
(1.15)、(1.162 的 解 ， 或 称 特 解 。 

,下 面 关 于 一 阶 方程 J = f(x*， 拉 ， 给 出 通 解 的 概念 。- 这 里 对 
‘lz, 的 假定 同 兹 南 一 样 . 
， 我 们 把 方程 (.13) 的 包含 任意 常数 的 解 厂 : 


HV=PT, CD (1.17> 
中 做 该 方程 的 通 解 ; 如 困 解 族 (t1， 17) 的 表示 形式 是 隐 式 ， ， 
T(r, y, 0 一 0， 1 ， 《 18) 


则 称 (1 18) 为 该 方程 的 通 积 分 。 
亦 难 看 出 ， 由 (1.13)、(1.14) 组 成 始 值 问题 的 解 ， 可 以 从 
《1.17) 或 (I, :中 表 当 过 于 他 悍 加 (的 全 得 到 事实 上 ， 因为 


是 任意 党 数 ， 即 38 盖 0 或 25 0， 故 可 从 (1,17) 蕊 (1.18? 中 将 
解 出 ， 得 
oCz, 的 C1.19) 


把 初始 数据 zo。、y。 代 入 C1.19) 即 有 cs = 和 to，ye)。 于 是 始 值 问 
题 (1,13)、(1.14) 的 解 为 | 


y=P(r, co0), 
或 者 
y= Ptr To Yo). 
由 此 可 以 君 出 ,微分 方程 w' = f(z， 的 通 解 含有 一 个 任意 常 
数 ， 而 且 在 一 定 范围 只， 对 于 任意 给 定 的 初始 条 件 ， 总 能 找到 任 
意 常 数 的 确定 值 ， 使 得 对 应 的 解 消 足 所 给 的 钊 始 条 件 ， 我 们 称 它 
为 特 解 。 
关于 n 阶 方程 的 始 信 问题 、 通 解 等 概念 ， De 和 如， 
包含 * 个 独立 的 侍 意 常数 的 解 族 y=mpCz，oi or…， ， 叫 知 # 阶 
方程 (1 ,8) 的 通 解 ， 有 趣 的 是 ， 华帝 台 的 人 导入 分 方 和 
阶 数 恰好 相等 . 
俩 2 求 在 地 心 引 力作 用 下 ， 质点 mn 将 杀 可 旧 线 的 运动 部 
律 。 OO 
解 ”我 们 将 原点 族 在 直面 上 ， 取 点 供 沿 凌 运 动 的 那 一 条 直线 
为 o 畏 y 并 且 规 写 疝 上 的 方向 为 正 向 。 要 想 知 道 运动 开始 i 秒 后 
点 嫩 的 位 置 ，: 就 必须 承 得 这 个 点 的 亿 标 y 与 时 间 ? 的 画 区 关系 藉 ， 
i 


-9 0 
0) = yos | | . 
Oe C1.21) 


其 中 /是 炒 知 函数 ， CE 电表 示 加 速度 ， 方程 (1， 20) 中 而 端的 负 号 


。。 范 于 ?个 名 立 的 企 汶 带 数 的 确切 合意 基 指 获 订 比 《Jacobi 行列 式 


表明 重力 加 速度 g 的 方向 与 y 轴 方向 相 皮 ,而 初始 条 件 y(0) =y5 


yt0)=vo 崇 示 初 始 位 置 和 初始 速度。 
用 积分 学 的 方法 很 容易 得 到 ， 
EE 上 C1.22) 
= lgtttottos, ”1 C120) 


其 中 c，cs: 是 任意 常数 ， 有 从 而 (1.23? 就 是 (1.203 的 通 解 。 将 再 抬 
条 件 代入 (1 .22)、(1.23) 得 到 
1 一 4 人 0) =v0y 
=y(0) = yo0, 
于 是 得 到 由 0 207、(1.21) 组 成 的 始 值 问题 的 解 为 


UI = ~ Bi? + vot st yo 
同样 地 ， 梧 以 给 出 微分 方程 组 的 有 关 概 念 。 


2 儿 何 写 义 


我 们 知道 ， 关 于 n 次 代数 方程 
人 
的 根 的 存在 定理 是 十 分 重要 的 同样 ， 对 微分 方程 的 始 值 问题 ， 
解 的 存在 唯一 性 定 带 了 世 是 十 分 重要 网 。 这 里 我 们 仅 对 一 附 方 程 角 
述 如 下 ， 证 明 将 在 第 四 章 颗 给 出 ， | 
定理 1,1 对 于 方程 | 
y =/r,V), .C.D 
度 卫 数 作 z， 臣 在 CY， 拉平 加 上 的 区 域内 有 定义 ,并 且 f(7, 3， 


-3 在 p 内 连续 ， 则 方程 (2.1) 在 z,EICD 的 入城 内 存在 满足 入 


ss FF + 


褒 条 人 性 
re}=Yo (2,2) 
的 唯一 解 。 
对 方程 (2.1) 的 解 #= 2Kz), 我们 把 它 在 平面 区 域 卫 内 所 确定 
的 曲线 ， 称 为 方程 (2,1》 的 积分 曲线 ， 定理 1.1 说 明 , 道 过 DD 内 任 
意 一 点 C2o,Voy 有 且 仪 有 方程 (2.1) 的 一 条 积分 曲线 通过 ， 
例 1 验证 始 值 问题 


多 Ca<0) (2.3) 
TF) = (2.4) 
存在 唯一 解 。 


解 由 于 /Gf,z)= az，3 = 6 均 在 (f,z) 全 平面 上 连续 ， 根 


据 定理 1.1, 对 Ct ,x) 平面 内 任 一 点 (tuyzs? 都 有 唯一 的 -一 条 积分 
曲线 通过 .或 者 说 由 (2.37,2,42? 组 成 的 始 信 问 题 存在 唯一 筋 。 我 
们 已 求 击 这 个 解 为 zt 一 ze 网 二 例 1)。 

下 面 选 一 步 来 解释 方程 y = /ce 殷 的 几何 意义 。 我 们 知道 ， 


民事 示 积分 项 线 的 切线 氏 率 ， 于 是 在 通 数 /2,5y) 的 定义 域内 ,就 
有 由 方程 (2.1 所 确定 的 一 个 方向 场 (图 1 一 1)。 这 样 一 来 ， 方 各 
《2.1) 的 求解 向 题 ,就 可 归结 为 寻 来 这 样 的 风 线 ， 它 在 每 一 点 处 的 


其 线 方 向 与 方程 (2.1) 所 确定 的 方向 场 的 方向 重合 。 
例 2 讨论 方程 


Dr ， (2.5) 


的 方向 场 和 积分 曲线 ， 
Ss 晤 二 


AN 
AAA AAA | ” 
上 HP ~ "| pd 2 
了 BH 和 人 一 一 六 所 一 一 一 六 
AAA HH 一 AN 
MN 一 NAN 
AAA Pe 
一 | LA - | 
OQ x | 
图 1 一 1 图 1 一 2 


解 “ 在 (r, 纪 平面 上 ， 除 原点 外 ,方程 (2.5) 都 规定 了 方向 场 ， 
如 图 1--2 所 示 。 容 易 丰 出， 对 任意 常数 有 ， 直 线 族 y=kz 是 方程 
(2.5) 的 积分 入 线 ,只 要 让 只 取 信 无 穷 ， 或 者 考察 方程 9 = 二， 
可 知 OY 办 也 是 积分 曲线 。 

由 于 方程 (2.5? 在 原点 (0;0)? 处 不 能 规定 方 沿 ， 因 此 ， 它 药 积 
分 曲线 应 是 不 包 售 原点 的 直线 族 = kz， 或 者 更 确切 地 说 是 从 原 
点 出 发 的 闪 射 线 ， 

例 3 讨论 方程 


入 -VT (2.6) 
的 积分 曲线 的 分 布 情况 。 | 
解 ” 因 为 方程 (2.6) 中 ，f2, 让 =wT-y7 内定 1y1 志 1 时 有 
定义 ， 而 让- - -7 只 在 | <1 时 有 定义 县 连续 ,在 jv| = 
时 没有 意义 。 于 是 在 直线 1y| = 1 上 的 点 处 ， 定 理 1.1 的 条 件 不 汪 
足 , 从 而 唯一 性 可 能 不 成 立 ， 用 积分 法 罕 易 求 得 (2.6) 的 涝 解 汶 
1 "9. 


arcsiny 一 z + ey 


或 者 : 
y=sints+ ce), (2.7) 


其 中 "是 任意 常数 .由 于 反正 纺 函 数 的 主 信 定 义 区 间 为 | ~ 也, 也] 


因此 对 固定 的 ,(2.7) 中 的 z 应 在 区 间 | -于 ~ ,于 -| 上 至 人。 


通过 家 接 验 证 可 知 y=1 与 y= ~ 1 也 是 方程 (2.6) 的 解 。 但 是 ， 
这 两 个 解 却 不 能 从 (2.7) 中 通过 取 。 的 值 来 得 到 , 即 不 包括 在 通 解 
《3,7) 之 中 。 从 揪 1 一 3 可 以 看 出 ,经 过 = 1 和 2 = -1 上 的 每 一 点 都 
有 两 条 媚 的 曲线 通 过 ， 即 方程 (2.6? 满 中 条 件 y(ze) = 1 或 Ku) 
= 一 1 的 解 有 两 个 ， 从 而 始 值 问题 的 解 不 是 唯一 的 。 这 与 不 灌 呈 
定理 1.1 的 条 件 是 密切 相关 的 。 


图 1 一 3 


我 们 和 y= 1T 和 4y = -~ 1 为 方程 (2 6) 欧 奇 解 。 一 般 说 米 ， 如 果 对 
于 解 y = 9(z) 所 表示 的 积分 曲线 上 的 每 一 虑 (3, PC2)), 与 方程 
“ (2.1? 组 成 的 始 值 问题 都 有 不 止 一 个 解 ， 则 称 解 y= pLz) 为 方程 
C2.1) 的 理解 。 换 名 话说 ， 在 奇 解 所 表示 的 基线 上 ,每 一 点 处 的 唯 
一 性 痢 不成立 。 至 于 在 什么 条 件 下 方程 才 具 有 末 解 ， 以 及 部 何 求 
方程 的 解 ， 这 是 后 面 有 关 章 节 将 要 讨论 的 内 容 。 
s J ee. 


§ 3 常 微分 方程 中 讨论 的 基本 问题 


常 微分 方程 的 产生 和 发 展 ， 如 同 微 积分 一 样 与 社会 上 生产 撤 
术 欧 稍 要 密切 相关 。 十 七 世纪 时 ,由 于 机 姓 使 用 于 生产 ,引起 了 技 
术 的 迅速 发 展 ， 从 而 推动 了 自然 笠 学， 特别 是 力学 揭发 展 ， 这 样 
就 对 研究 其 规律 的 数学 工具 提出 了 需求 ， 使 得 月 够 利用 数学 ， 不 
仅 精 确 地 吉明 状态 ， 并 且 也 可 描述 其 运动 过 程 。 鹤 分 方程 就 是 让 
这 样 的 历史 条 性 下 与 微 积分 差不多 同时 产生 的 。 柚 分 方程 的 运用 
比较 好 地 解决 了 当时 自 热 科学 与 工程 技术 中 所 提出 的 一 些 问 题 ， 
推动 了 其 它 科 学 技术 的 发 展 ， 与 此 同时 ,也 推动 了 它 自 访 的 发 展 ， 
使 之 成 为 数学 的 一 个 重要 分 支 。 

常 微分 方程 讨论 的 基本 问题 是 ， 研 究 方 程 芍 求解 问题 和 解 的 
各 种 羽 性 。 

人 人 们 经 过 长 期 的 努力 ， 对 被 分 方程 中 一 些 特殊 的 方程 建立 了 
擅 谓 初等 积分 法 。 而 且 对 线性 方程 和 线性 方程 组 的 理 诊 也 发 展 得 
比较 完善 ， 特别 是 巧妙 地 利用 代数 知识 得 由 了 一 此 求 角 方法， 一 
般 说 来 ， 对 于 一 个 微分 方程 或 方程 组 ， 邵 某 能 求 埋 它 的 通 解 表 过 
蕊 ， 这 对 我 们 选取 所 需 双 的 特 解 以 及 关于 解 的 其 它 性 质 的 研究 都 
机 方 怪 得 多 。 但 是 ， 能 饮用 初等 积分 法 求解 的 微分 方程 到 为 数 不 
多 。 其 革 稼 覆 卡 提 (Ricoati) 放 程 ， 

HDDY HA fm) 
这 样 的 一 阶 方程 ， 取 起 利 用 初 等 积分 法 求解 ， 世 已 经 证 明 是 不 可 
能 的 。 为 了 满足 实际 问题 的 需要 ， 就 转 到 寻求 方程 的 数值 和 解 ， 并 
”上 且 ， 还 恢 据 方程 本 上 身 的 结构 去 探索 解 的 各 种 属性 。 这样 不 仅 有 助 
于 交 际 问题 的 解决 ， 而 且 世 促进 了 微分 方程 这 个 有 力 工 具 的 进 一 
"i* 


步 发 展 。 

一 般 说 来 ， 微 分 方程 的 解 的 存在 性 、 叭 ~ 性、 对 始 信 的 连续 
依赖 性 、 可 微 性 等 问题 都 是 很 重要 的 ,也 是 最 基本 的 。 我 们 知道 ， 
在 多 数 情况 下 ， 只 能 求 得 方程 的 数 信和 解 ， 然 而 解 的 存在 性 和 唯一 
性 就 是 我 们 求 数值 解 的 前 提 条 件 ， 因 为 作 数 信 计 算 至 少 要 在 解 存 
在 的 基础 上 才能 进行 。 警 如 ， 如 果 给 定 的 机 分 方程 的 解 根本 不 在 
在 ， 或 者 存在 而 不 唯一 ， 这 就 启示 我 们 对 所 考察 的 实际 问题 应 当 
作 更 深入 的 认识 和 分 析 ， 因 为 只 有 正确 反映 实际 的 微分 方程 和 定 
解 条 件 的 解 不 仅 存在 而 且 是 唯一 的 。 更 何况 人 们 在 建立 微分 方程 
与 测定 定 解 条 件 的 过 程 中 ,总 要 咯 去 车 干 物理 因素 而 加 以 理想 化 ， 
同时 还 会 存 罕 普 某 些 偶然 因素 ， 这 就 难免 有 失 痪 的 可 能 。 册 此 可 
见 ， 研 究 解 的 存在 性 、 唯 一 竹 并 非 无 关 紧 要 ， 还 有 像 解 对 初始 人 
和 参数 的 违 线 依赖 性 问题 ， 可 微 性 问题 等 ， 正 如 已 经 指出 的 ， 不 
管 方程 本 身 还 是 定 解 条 件 ， 都 是 理想 化 了 的 ， 即 所 描述 的 现象 大 
只 能 是 近似 的 ， 因 此 当 方程 本 身 惑 定 解 条 件 有 了 变化 时 ， 对 应 的 
解 -一 般 也 跟著 变化 ， 二 者 之 间 的 关系 怎样 ? 这 就 需要 认真 先行 研 
究 。 如 果 方 移 来 身 或 定 解 条 件 变化 很 小 ， 再 对 应 的 解 的 变化 却 非 
第 之 大 ， 那 么 这 祥 的 解 有 实际 意义 就 妥 选 一步 考 谍 了 ， 它 可 能 就 
失去 了 实用 价值 。 

册 然 ， 这 里 所 提 到 的 问题 仅仅 是 常 撤 分 方 和 教程 时 所 要 风 
及 的 课题 。 而 常 微分 方程 理论 所 讨论 的 内 省 远 远 不 止 这 些 。 

常 后 分 方程 这 门 学 科 ， 从 产生 到 现在 书 近 四 个 世纪 ， 业 已 发 
展 成 为 一 门 内 容 十 分 丰富 的 学 科 ， 成 为 研究 自然 科学 和 技术 科学 
的 强 有 力 的 工具 ， 并 且 继 续 不 断 地 发 展 着 ， 本 教 各 所 要 介绍 的 内 
容 ， 正 是 学 习 和 掌握 这 门 科学 的 起 步 ， 
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习 题 


1。 指出 下 询 微 分 方程 的 阶 ， 并 说 明 哪 些 方 程 是 绕 往 的 
(1) {x2 + 22)dr+t (x? — dy2Y)dy = 0 
(C2) XuV' = CU Ds 


2 : 
3) dT dy), 


dt2 dt 
4) .加 - 帮 上 2 
dy 


dy ,dd2y dy gn 
“5 is Ta + 3 -7 -HH=8™, 


2。 试验 证 下 列 一 数 分 别 是 太 给 往 分 方程 的 解 ， 
(1) xD=es 0 
(2) yD = Lr = 
(3) ym) = ce TI ,y+ hlr)y= 0 
(4) VOR = CiCcOST 十 Rasinr ， Hy” +y= 0 
3。 求 下 列 曲 线 谈 所 满足 的 微分 方程 
1) Heoeis 
《27 y=sinCr+ eo) 
(3) 12 -x2aex 1 
CA) fo) +ttr-ea)? =03, 
#4。 设 空气 的 过 度 等 于 20， 一 物体 在 20 分 钟 内 由 100C 符 芭 800， 试 
问 在 名 长 时 闻 内 ， 这 个 物体 的 温度 降 到 30 七 ? 
5。 给 出 描述 下 面 物理 现象 的 微分 方程 及 初始 条 性 设 有 质量 次 m 的 
质点 ， 以 初速 度 vo 被 锁 直 向上 抛 出 ， 恨 谍 室 气 的 阻力 与 速度 成 正比 。 
6。 三 知 曲线 的 切线 在 纵 轴 上 的 截 配 等 于 切 点 的 横 座 标 , 求 这 条 曲线 所 
适合 的 微分 方程 。 
。 13 。 


7， 作出 下 列 方 释 的 方向 择 ， 并 描 出 经 过 指定 点 的 积分 团 眶 草图 ， 


C1) Hu. = 322 + 00), Co 一 - 2)s 
《2》 -和 -lz| 《0502 C0,—1) 
dy _ ,2 2 
C3 杞 ‘=X 2 {O00 (017 8 
T . 


dy _ 1 
人 tl 《1D ， (3:0): 


sj] 


第 二 章 ”一 阶 微 分 方程 


8 1 可 分 离 变 量 方程 


这 一 章 ， 主 要 介绍 某 些 特殊 类 型 的 一 阶 方程 的 初等 积分 法 。 
为 了 不 使 内 容 过 于 繁杂 ， 又 能 适应 基础 课程 的 要 求 ， 本 书 仅 介 绍 
一 些 常 用 的 典型 方法 ， 自 然 ， 所 介绍 的 初等 积分 法 远 非 完整 ， 只 
能 说 是 最 基本 的 。 并 且 ， 一 般 只 叙述 了 求解 方法 。 

形 如 


全: = fF (1.1) 
的 后 分 方程 ， 称 为 可 分 元 变量 方程 。 这 种 方程 的 特点 是 其 右 端 为 
具 售 工 的 函数 与 只 含 了 的 函数 的 乘积 。 


设 函 数 户 (z)E Cap2， 户 (DEC(o:9)， 且 Fa(y) 恒 不 等 于 
零 ， 将 已 .1) 式 两 端 分 别 和 滋 愉 dr， 并 除 以 Fo ,于 是 变量 被 分 离 。 
就 得 到 


Fr ee =f Crydr C1.2) 


ee 四 
如 果 了 作为 了 的 函数 是 方 竹 t1.1) 的 解 , 箭 据 数学 分 析 中 一 阶 
微分 的 形式 不 变性 可 知 ， 当 9 看 作 自 变量 时 ; 有 
dy 
ey =F,{y) + cy 
其 中 Ba(y) 是 -ty 的 原 函数 。 当 ! 是 z 的 可 和 画 数 时 ， 上 面 等 


* I * 


式 依 然 威 立 。 所 以 从 人 .2) 式 有 


5 =|fiCndrre, (1.,3) 


其 中 c 是 任意 常数 ， 
现在 考察 在 所 设 条 件 下 ,公式 (1.3) 能 否 将 乡 确 定 为 z 的 音信 
通 数 . 用 Fi(zr) 表示 廊 ( 的 任 一 原 函 数 ， 则 (1.3) 式 可 改写 为 ， 


Ft}=F (7 + 0, {1.4) 
因为 
1 
Fs: 一 一 -~ 
acy) fety) 所 站 [3 
套 由 (I .人 ) 式 可 就 # 解 出 ， 
y=F," (F(xr) + ce) 《1 .5》 


此 处 FE 是 Fs, 网 反 函 数 ， 于 是 应 娄 (1.5) 是 方程 (1 .1) 的 通 解 .、 
为 了 求 得 满足 条 件 Hr)=y。 (xo ECab)，Vyo EC0,9)) 的 
解 ， 可 以 内 
yo = Fa CF, (x0) + 0) 
确定 出 常数 = ， 
C=F,(y) ~—F, (tr) 
然后 代入 (1 ,5) 便 得 所 求 特 解 ， 
y=F,7 1CF Cr) +F, 0) — PCr)) (1.6) 
沸 达 式 《1.3) 成 (1,4) 通 常 叫 做 方程 (1.1) 的 移 式 通 解 。 


例 1 求解 zDD +e) 


和 解 ” 对 方程 进行 分 离 变 县 


zx -y 
ET 


由 I 各 二 


积分 可 得 
Intza:—-1!=-1Inly—1|l+1n|el 
或 
(2 1 ~ 1)=#, 
本 
例 2 求解 -型 -elng (y>0). © MX 


解 ” 对 方程 进行 分 离 变量 


Ed dr = Clny< 0), 


积分 得 
= dy eo » 


显然， 解 y 一 1 不 包 仿 在 这 个 通 解 中， 虽然 我 们 知道 积分 je” de 和 和 


和 总部 不 是 初等 通 歌 ， 但 是 , 原 方 程 可 以 认为 已 经 积分 了 ， 因 为 


剩 下 的 只 是 求 积 的 问题 。 
例 3 求解 始 值 问 题 
Gy VI 
dr VI 

CO)=1, 


解 ” 对 方程 多分 离 变 星 程 先 分 离 变量 


_ 人 ~ 《8 二 十 1) 
两 端 积分 便 得 到 隐 

din 1 
于 是 有 9 


VI ,rl, yl)s 


«17 * 


y= sincsin- le cy 
= woosc + Sinc .cosCsin™ 1x) 
一 IC05C 十 Sinesw 1 
= 一 JW 1 cto ln, 
这 里 c1 一 sinc， 容 易于 出 y= 上 1 电 是 方 各 的 解 ， 但 它 不 包 含 在 这 
个 通 解 之 中 ， 和 再 由 初始 条 忻 #K0) =1 确 定 出 任意 沉 数 5,， 得 
Ci=1, 
代入 通 解 便 得 所 求 问题 的 解 为 
= 一 1-z 。 
例 4 冷却 问题 ， 把 一 块 温 谋 为 840 乞 的 45* 物 块 ， 放 在 水 温 
为 10 世 的 水 池 星 尝 火 ， 试 讨论 钢 氛 温 诬 的 变化 规律 
逢 ”在 福 火 进程 中 ， 馈 块 的 温度 随时 间 上 发 生变 化 ， 是 时 间 . 
t 的 函数 ， 记 为 HC1》。 丰 直接 从 上 述 条 性 去 确定 未 知 函 数 多 四 是 
困难 的 ， 但 是 找 晶 8C1} 和 其 导数 之 闻 的 关系 却 比 较 容易 , 即 不 灼 
建立 6(#) 所 通信 的 微分 方程。 
根据 实验 测定 ， 澳 度 为 6 的 物质 ， 在 温度 为 8,C9, 过 的 的 环境 


中 ， 温度 冷却 速 诬 与 98-5, 成 上 正比， 其 


9 
-P10 8 4 


其 中 上 大 是 比 葬 常数 。 
因为 氏 芝 随时 间 涡 加 耐 减 多 ， 所 以 -89-<0 而 8 一 ,>0， 


这 表明 化 钢 常数 大 应 为 负数 ， 在 实际 让 总 是 琢 威 KE= 一 GCG>>0)。 
现 9,=10C， 因 此 t 门 所 适合 的 微分 方程 是 | 
do - 


- 


-0~ 10) 


和 J *« 


将 它 进 行 分 离 变量 ， 并 积分 


于 是 得 到 
ct =i0+coe" , 
其 中 ”是 任意 常数 ， 
为 了 找 出 癌 题 的 解 ， 注 意 到 初始 条 件 
O07 =8340 ， 
据 此 定 上 出 
c= 。 
于 是 得 到 问题 前 解 为 
at) =10+830e7 。 
例 5 要 作 一 个 高 为 的 支柱 , 使 其 中 心 线 为 对 区 轴 , 并 要 来 
它 在 每 一 个 高 度 的 模 截 面 上 扬 受 的 类 强 与 于 部 所 受 的 压强 相 筒 ， 
设 顶 都 的 面积 为 5S。 ， 上 面 的 载荷 为 P， 赃 用 材料 的 比重 为 7 , 试 
考 看 支柱 的 形状 。 
“一 解 取 支 桩 的 中 心 线 为 8 轴 ,方向 向 下 ， 原点 到 在 顶部 的 中 心 ， 
扎 裁 而 的 面积 为 5, 于 是 讨论 的 问题 就 是 求 术 知 丽 数 5Ch)。 现 在 我 
们 孝 推 导 岂 本 孝 SG) 所 适合 的 机 分 方程 和 定 解 条 忻 ， 扒 拓 通过 求 
此 定 解 襄 题 的 解 即 可 得 到 函数 S(h). 
鹤 面 SG 上 的 负 蔡 ,除了 P 以 外 ,还 有 支柱 自身 位 于 截 现 以 上 
部 分 的 重量 名 。 直 于 这 部 分 支柱 的 体积 为 


下 
v=| SCTYdTr 
0 
于 是 | 
‘snd 
-| Cdr 
直人 


已 知 支柱 顶端 的 压强 是 霹 -, 而 截面 S(h) 上 的 压强 可 写 为 i， 
根据 假设 压强 与 高 度 无 关 ， 所 以 等 式 

P P+Q 

EN 
成 立 ， 即 

Sk) =P+r ‘srydr 


对 上 式 两 端 就 k 求 导 ， 即 得 微分 方程 


P ds _ 
Bd Sn), 


担 考 虚 到 初始 条 人 忻 
SCO0) = Su0, 

于 是 不 难 求 得 截面 面积 的 变化 娩 律 两 数 是 
SON) = Se 


我 们 把 可 分 离 变 时 方程 的 求解 方法 叫做 分 肖 过 时 法 。 分 离 寞 
量 法 其 解 一 阶 方程 的 基础 方法 ， 对 于 一 个 微分 方 穆 稻 可 用 分 离 变 
量 法 求解 ， 关 键 在 于 村 找 把 它 转化 为 可 分 离 变 量 方 福 的 轩 短 .下 
再 我 们 迁 过 几 直 例子 来 摘 棚 ， 尽 管 一 些 广 程 本 身 水 是 可 分 离 变 天 
的 ， 但 通过 适当 变换 后 ， 便 可 化 为 形 如 C1.) 或 (1.2) 的 可 分 高 守 


是 方程 。 
例 6 求解 YW r+y, 
解 ” 作 变换 ， 令 


之 一 28+ 
则 
和 20 血 


dr dr” 
代入 原 方 程 得 
dz _，» 了 
dr 
将 它 分 离 变 量 
-2 gy, 
2 十 之 
积分 得 
lInl|z+2|=zx+in|el, 
或 ， 
2 一 Ce 一 2 
浙 以 得 到 原 方程 的 解 为 
引 一 Ce 一 20 一 2。 
钢 7 求解 tg s+ 
解 ” 作 变换 
已 一 工 寺 扩 
则 
dz ,dy . 
dr lt dr 


代入 原 方程 ， 北 简 后 得 


dx =cos:zdz, 
积分 便 得 


1 1 ， 
T= 2+—sing2 + Cl。 
2 4 2 ! 


于 是 诛 方程 的 隐 式 解 为 


s 2 所 


Sr—y) sino(tx+y)=e (ce=461), 
例 3$ 求解 (ty) ty y) 0, 
解 ” 攻 号 原 方 程 为 
ww? Crdzr +t yd) + yrdy — yd2) =0, 
并 注意 到 
zt + ydy— 3 dl ty?) 


及 
zdy ~ Ydr= ad 人 之) ， 


国 而 作 变 换 


也 一 peosp, Y= psing 
(或 z+ ==p?， 远 9 一 二)。 此 时 


dr=— psinddd + cosbdp, 
dy = pecosddd + sinGdp, 


于 是 厌 方 程 北 为 
dp+tegdswhdd = 0, 


积分 得 到 


psecd=01, 


于 是 原 方 程 的 隐 式 解 为 


1 
二 四 DD 
[Fa ty) to, 


, . 
(zy 全) =e 《c=c1), 


血 32。 


8$2 齐 次 方程 


各 = p(x, (2.1) 


的 右 端 函数 p(x,y)， 如 果 是 它 的 变量 的 零 次 齐 次 省 数 ， 即 满足 
等 涉 1 
ptr, iy) = pr), (C2.2 


那么 方程 (3.1 四 做 齐 次 方程 。 此 时 ， 取 # = 并 ， 则 从 (2.2) 有 全 
等 式 


vr, =9(1, EL). 
上 式 右 端 是 变量 蔚 的 函数 ， 记 为 1( 艺 )。 因 此 , 齐 次 方程 恒 可 写 城 
=). 《2.3) 


对 于 任意 的 连续 画 数 六 方程 (2.3)? 都 可 通过 变换 
yt (2.4) 
将 其 化 为 可 分 离 变 量 方程 。 把 C2,4) 对 zx 微分， 有 


代入 (2,3) 得 


dz jl2}—2 
Hr 2.5) 


方程 (2.5) 是 可 分 离 变量 方程 。 当 f(z) -2 夺 0 村 ,进行 分 离 变 
.ZF 二 


量 ， 积 分 后 得 


[zm —in|le|, 


或 
了 村 
T= ee Nr C2,.68) 


再 将 隆 营 换 上 式 的 z， 即 得 方程 (2.3) 的 通 解 . 
车 f(z) -2 三 0, 即 f{ 荆 ) 一 芝 ， 这 时 方程 (2.3) 已 经 是 可 分 离 


3 
变量 的 方程 了 ,. 蕉 当 2=z6 时 ,f(z) -2z 才 为 党 , 则 可 吉 接 着 出 z = zo 
是 方程 (2.5) 的 解 ， 从 而 = >oz 是 方程 (2.3) 的 稻 ， 显 然 它 不 包 
合 在 通 解 (2.6) 中 。 


dy # ,1% 
例 ! 求解 N+ 


解 ” 作 恋 换 y=zz， 则 方程 变 为 


将 它 分 离 变量 
22zd> 一 a7 
I 


两 端 积分 得 


2 一 Injzl +e, 
再 将 + 一 世代 入 ， 便 得 到 通 解 为 
y=2 C1n|z| + ey, 
例 2 求解 Cx? + ydz- 3ry*dy=0. 
解 ” 作 变换 y=xz， 风 方程 化 为 
s 4 * 


{1~ 253)cr Sardz 一 0 
进行 分 离 变 其 并 积分 得 

21nx + In(1 ~ 22:)=1n|c|, 
或 


区 2 一 223 一 


再 将 一 兰 代 入 ， 便 得 


的。 区 oo 


例 3 在 制造 探照灯 的 反射 镜面 时 ,要 求 把 由 一 个 点 光源 射出 
的 光线 ,能 够 平行 地 反射 出 去 。 试 求 反 射 镜面 应 具有 的 几何 形状 。 

和 解 ” 设 所 求 曲面 是 由 上 曲线 y= 了 (x) 旋转 而 成 。 取 旋转 轴 为 z 
轴 、 轴 的 方向 平行 于 光 的 反射 方 铭 ， 使 光源 位 于 坐标 原点 ， 如 图 
2 一 1， 这 曲线 y= 了 (7 上 任 一 点 MCzx,)， 作 切线 MN， 它 与 OX 轴 
的 交角 记 为 &, 根 据 光 的 性 质 ， 入 射 角 等 于 反射 第 , 即 x 一 YY。 所 DOM 
与 X 轴 的 交角 为 B。 则 

B=20, 

因为 tee= 蝶 ， te8= 兰 ， 于 是 对 


上 式 两 端 了 和 正切 得 


tpB=t20 一 2 


1-tgir? 


将 tgr= 各 ;tg = 三 代入 上 式 ， 
得 方程 


dyy* ,dd 
waz) + 二， 


- 一 


《这 里 ， 依 题 准 只 要 劣 符 根 半 前 取 正 号 的 情形 )， 人 收 变 换 
UY 二 wes 
于 是 方程 化 为 


dz v1t27 — 81 
Tar 2 ? 


分 离 变 量 后 积分 


2d2 _ 
wa 一 2 


夺 1+z 一 kz 有 
| du =ln|zx| -in|lcl, 


=in|z| 一 名 |2|， 


工 一 于 


1 
在 一 ] 


加 


把 4 一 交 2 + 代入 上 式 ， 便 得 
Vt =207+ 0*, 
其 中 = 为 任意 常数 ， 它 是 一 族 抛物 线 。 
因此 ， 我 们 的 镜面 应 是 旋转 抛物 面 的 形状 ， 它 的 葛 面 方程 ， 
在 空间 (7,8,2) 中 应 表 为 
yer+ ct, 
形 却 


dy pf rth y+ol 
dx -farioyt cs ) (2.7) 


二 26 » 


看 1 .ht 站 


前方 程 ， 可 化 为 齐 次 方程 ， 其 中 ai， 太 ，cf (=1,2) 都 是 常数 ， 
当 c:=ca=0 时 ， 则 (2.7) 就 是 齐 次 方程 。 这 时 方程 (2.7) 可 
写成 | 


rb yo thy 
型-/( ortBy )-f ao lt ) 
2 


当 c1、c: 中 至 少 有 一 个 不 为 零 时 ， 分 两 种 情况 来 讨论 : 

1) 营 直 线 0,2+biy+4 ci=0 和 Qsz+ bsy+cs 二 0 相交 ， 设 变 
点 为 (zi ,51)， 则 平移 坐标 原点 于 交点 ， 就 变 方程 (2 . 门 为 齐 次 方 
程 ， 因 为 在 新 化 标 E=x- xl， 可 =y -yi 下 ， 两 条 直线 中 的 自由 项 


都 变 为 零 ， 且 且 = 型， 于 是 方程 (2.7) 就 变 洗 
dl E+bi . 本 
(Et) C2.8) 


{2.8) 式 已 是 上 上 面 讨论 过 的 齐 次 方程 。 
iy 车 两 直线 不 相交 , 即 平 行 这 时 它们 的 对 应 系数 成 比例 
as br 
此 时 ， 三 人 ?) 可 写成 


wm aT+hyte 
A Fy ) Far? 7， 《2.9) 


只 杰作 变换 z=6,x+515 就 把 它 化 为 可 分 离 变量 的 方程 
CU -~ w— yt+1 


rty-3’ 
解 ”首先 解 


+ y-3=0, 


Fr 汪 太 加 


得 至 zi =1，y; =2。 于 是 作 变 换 
人 
了 一 人 十 
将 原 方程 站 为 齐 次 方程 
dn _ EE- 


dE E+N " 


再 作 恋 换 #=Ez， 就 把 它 化 为 可 分 元 变量 方程 ， 
dz _1 工 一 22 一 了 


dE EE 1 二 了 
积分 得 


-nll 32 一 2 | = in|é| -过 in|el, 


于 是 有 
€&* ~ 2£1 -1 =2, 
所 以 承 方 程 的 通 解 为 
8 一 2 一 2 二 


这 里 c, = +7 是 任 章 常 数 。 


3$3 线性 方程 
我 们 后 道 ， 一 阶 线 性 方程 的 一 艇 形式 为 
并 +POZ y= fx), 


其 中 P(z)、 f(z) EC, 
在 C3,1) 中 ， 如 困 /(z) 三 0， 则 有 
和 p(y=0, 


s 28 = 


{3.1) 


(3.2) 


方程 (3.2) 叫做 与 43.1? 对 应 的 线性 齐 交 方程， 而 《3， 由 做 线性 
非 齐 次 方程 . 

很 基 显 ,这 里 所 说 的 组 性 卉 次 方程 与 2 中 所 讨论 的 齐 次 方程 
是 完全 不 同 的 。(3.2) 也 是 一 类 可 分 离 变量 方程 ， 因 此 ， 可 用 分 
高 变量 法 求 出 它 的 通 解 为 


-jscaida 


y=ce ; {3.3) 
其 中 c 是 任意 常数 . | 
线性 齐 次 方程 (3.2) 伍 具有 零 狮 y=0( 对 应 着 c =0 的 情形 )， 我 
们 称 它 为 平凡 解 ， 
为 了 积分 线性 非 齐 次 方程 (3.1)， 我 们 设想 它 的 解 仍 具有 
C3.3) 的 形式 ， 但 其 中 的 c 椒 再 是 常数 ， 而 是 变量 x 的 对 数 , - 即 求 
(3.1) 的 形 如 


y=c(r)e (人 
的 解 ， 其 中 cz 是 待定 邢 数 。 现 把 二 数 (3 .4 代入 方程 f3.1)4 


操 [ecoe 2] 十 p(zyc(z)e | te fr), 


一 于 


亦 即 
decry 
dr -ze 


[petald 
La 


这 便 是 待定 函数 c(z) 应 满足 的 纤 分 方程 ， 用 分 离 变量 法 求解 ， 竹 
到 


ed 


Cx) 一 | Feoe 
其 中 c, 是 任意 常数 ， 将 ctz) 代 入 (3. 4) 就 得 到 方程 (3. 1 的 通 解 为 


"dr+ei 


y= el: Ley |e, + jenel ear], (8.5). 


名 


这 种 志 法 ， 称 为 常数 普 易 法 。 

从 线性 方 程 (3.1》 的 通 解 表达 式 ， 可 以 四 出 它 是 由 全 部分 维 
成 ， 其 中 一 项 e146- * 是 齐 次 方程 (3.2) 的 通 解 ， 另 一 项 
efczyel ”dx 正好 是 非 齐 次 方程 (3.1) 的 一 个 特 解 ( 妈 
在 (3.5) 中 取 o, 一 0 的 情形 )。 所 以 ， 一 阶 线性 方程 沟通 解 ,等 于 对 
应 的 线性 齐 次 方程 的 通 解 加 上 它 它 自 身 的 一 个 特 解 ， 这 是 线性 微分 
方程 的 解 在 结构 上 的 重要 特征 之 一 。 因此 ， 只 要 能 求 得 线性 方程 
《3.1) 的 一 个 转 解 ，y =pC2)， 那么 《3 .12 的 通 解 就 可 写 为 


EEE 


站 一 Ce 十 图 工 》。 


解 ” 先 求 出 对 应 的 齐 次 方程 


dr z 


的 遂 解 ， 得 . 
y= Ctr, 
应 用 常数 变易 法 ， 将 
y= er) 
伐 入 非 齐 次 方程 ， 则 有 
defgzy _ 
ds 
积分 得 


. 2 +. 
Cr) = +e 


再 将 上 式 代 入 y =cCr).z 就 得 到 原 方程 的 通 解 为 
站 隐 上 上 


下 
bs 
Y 


其 中 c: 是 任意 常数 

例 3 ”由 电感 5、 电 有 阻 R 组 成 的 电路 ， 加 图 2 一 2 所 示 ， 在 时 记 
+ 二 0 时 接 通 电路 ， 由 于 交流 电源 史 =Bosinet ,此 时 电路 有 马 流 ; 通 
过 ， 求 电流 i 与 时 间 i 的 关系 。 


图 2 一 2 .  . .. .| 
解 ” 根 据 电 学 中 闭合 电路 的 电压 定律 ,不 难得 到 电流 i 应 丘 足 

的 微分 方程 

有 sina 
这 是 一 个 一 航线 性 非 齐 次 方程 ， 先 积分 对 应 的 齐 次 方程 一 

di ， 

本 0 
得 通 解 


应 用 常数 变易 法 ， 得 
feiyerf 
代入 非 齐 次 方程 ， 得 到 关于 c( 站 的 微分 方程 
* 3 


一 让 一 一 er Sinat, 
积分 得 ， 
Es Ri RL ， za 
i 和 eol co 


将 上 式 代 入 i= ctioe-5 即 得 原 方程 的 通 租 为 


& ， E, 


is=cie " + Bri RE CRsinat -omLeosmt), 


按 题 意 ， 还 有 初始 条 件 ，f =0 时 ，i=0。 利 用 此 条 件 定 出 任 
意 常 数 是 


or st 
’ oiLirRY" 
于 是 得 到 电流 ;的 变化 规律 为 


. -让 . a :4 
让 nt * 
机 VE 本 


其 中 单 =arctg 2 


关于 线性 方程 (3.1) 的 始 第 问题 ， 即 求 方 程 (3.1) 满 足 初始 条 
件 ， 2 
Jr) = 可 (3.6) 
的 解 。 这 时 我 们 将 通 解 妻 达 起 (3.5)? 改 写成 


ye da [e+ | FnDel | 


普 利 用 初始 条 性 (3.83， 求 得 
SUL) VY, : 
于 是 始 信 问题 (3.1)、 《3.6) 的 解 ， 可 写 为 
3. 


; . 一- - 
rear 一 一 一 


y=e ffy, +: fonele a. 
根据 上 面 的 解法 ， 我 们 知道 线性 短 分 方程 的 捷 秆 问题 约 解 坊 
存在 并 且 唯 一 的 ， 
瓜 努 里 (Bernouliiy 方程 。 形 如 


p(y = fy {n=0,1) (3.7) 


的 方程 叫 艇 由 努 里 方程 ， 它 是 一 个 非 线性 方程 。 而 对 于 非 线性 方 
程 ,能 够 提供 前 求解 方法 是 很 少 的 ,但 是 , 某 些 非 线性 方程 ,于 过 作 
变换 ， 醒 可 化 为 缆 性 方程 ， 从 而 能 用 积分 求解 ， 由 努 里 方程 就 是 
其 一 。 首 先 把 方程 (3.7》 改写 成 


总 +RCD2 一 Fo， 


亦 即 : .. 
,1 adv 


十 PK 8 


不 难看 出 ， 只 要 施行 变换 == 1: -"， 方 程 (3.8) 就 化 为 线性 方程 ， 


1 dz 加 
Te de + DLXY2 =/{x), 


它 的 通 解 可 自 公式 (3.5) 给 出 ， 再 利用 变换 y =z 一 "就 可 得 到 方程 
(3.7) 的 通 解 . 
dy vy x2 


例 3 求解 dr oa 


”和 解 ” 改写 原 方程 为 


作 变 换 z= 5y:， 即 可 化 为 线性 方程 、 
物 也 村 


至 = 二 + 


dz 
根据 公式 (3.5) 每 


a 
I 
ZT 


歼 廊 求 方程 的 通 解 为 
f E: 
”2 2 本 
光 卡 提 方 程 、 在 第 一 章 $ 3 里 提出 过 黎 卡 提 方 程 


他 - TFPIB+ TN: = FCT), 《3.9) 


显然 ， 方程 (3.9) 也 是 一 个 非 线性 方程 。 尽 管 当 Fr)=0 奎 ， 它 
便 古 贝 努 里 方程 ， 但 是 它 的 求解 问题 却 转 难得 客 。 我 们 知道 ， 方 
程 (3.9) 的 解 不 能 用 初等 画 数 求 积 表 出 ,但 是 如 果 已 知 它 药 一 个 
特 解 ， 那 么 它 的 通 解 可 以 册 两 次 求 积 得 到 。 设 y4《2) 最 方程 (3， 9) 
的 一 个 特 解 ， 于 弟 作 变换 

y= i 十 如 
代入 方程 (3.9)， 再 利用 恒等式 


ty 二 fxr), | 


我 们 就 得 到 方程 


+ [p62) +2 e+) =0, 


这 是 贝 努 里 方程 ， 上 内 要 再 作 变 撞 K#= 271, 上 式 即 可 北 为 线 往 方程 ， 
~ -和 十 [ees) + 24Cz)v' hu + Ht} = 0, 
我 们 知道 ， 线 性 方程 的 运 解 公式 (3,5) 是 用 两 次 求 积 得 到 的 。 所 


以 对 黎 卡 所 方程 ， 只 要 能 求 出 它 的 一 个 竺 入 那么 它 的 通 解 就 可 
以 由 两 次 求 积 得到。 


解 ” 由 直 圈 验证 可 知 y = 二 是 这 个 黎 卡 提 方 程 的 特 解 ,于 是 作 


变换 ! =z+ 土方 程 就 化 为 内 努 里 方程 


dz 2 
dz rT”? 


工 22 十 


责令 w= 二, 便 化 为 线性 方程 ， 


du 2 
1 
利用 公式 43.5) 得 
Ww = 
= 
即 
1 _ I 
2 x 3” 
从 而 
3 
y+ 3C， 一 YE * 
4 全 微分 方程 


我 们 将 一 阶 显 式 方程 玖 写 感 对 称 形式 ， 它 的 一 艇 形状 为 
和 让 村 全 


M(x, dr 4 NGz, VHAy=0 | 1 
方程 (4. 1) 的 自 变量 可 消 意 选 定 < 或 者 0 这 样 讨论 时 往往 会 页 方 全 
此 


从 数学 分 析 中 我 们 知道 ， 函 数 utrz， 办 的 全 微分 表达 式 是 
dutz, WD) = -dz + Ou -OU 4 
加 果 方 程 (4.1) 的 左 端 窜 好 是 取 数 4&Cz， 力 的 全 搬 分 ， 即 


Miz, ydre + NOr, yydy= du(tr, y) 
那么 不 论 变 量 x 与 # 是 独立 的 还 是 依赖 的 ， 我 们 总 可 对 等 式 


dunCx, 3 一 人 C4.2) 
积分 ， 得 到 村 

HCT, YH) = 6, “和 .33 
摘 甸 话说， 此 时 方程 (4.1) 具 有 隐 式 通 馈 (4.3)， 其 中 < 是 任意 常 


数 。 
因此 ， 和 如果 方 程 (4.1) 可 以 改写 成 《4.2) 时， 我 们 就 反方 
(4.1) 叫做 全 微分 方程 。 
例 1 求解 y?dx+ 2xydy=0.。 
解 方程 的 左 端 是 函数 4Cz，) zy* 的 全 微分 ， 故 它 的 道 解 
是 ~ 
XH 一人。 
例 2 求解 ycoszdz + Sinrdy =0。 | 
解 ” 由 观察 法 ， 可 以 看 志方 程 的 左 端 恰 好 是 函数 2x，y) = 
ysinz 的 全 微分 ， 因 此 , 它 的 通 解 为 
ysinz = 0, 
从 上 面 两 个 钢 题 可 以 看 出 ,对 于 简单 方程 用 现 罕 法 易于 求解， 
而 比较 复杂 的 方程 ， 事 情 就 不 那么 容易 了 。 间 题 的 关键 是 姐 何 判 
二 3 四 


断 方程 人 4 ,1)》 是 一 个 全 微分 方程 ， 以 及 怎 梯 去 求 它 的 解 。 对 此 , 
我 们 有 下 述 结论 : 

设 函 数 MCz， 内 与 NCr， 拉 ) 在 Cx 几 ) 平 面 上 的 并 区 域 D 内 具 
有 一 阶 的 连续 微 商 ， 目 Mtz，27 +N2z， 的 二 0。 那 么 ， 方 稳 
C4.1) 是 全 微分 方程 的 充 要 条 人 忻 是 ， 


和 | (4. dy 


事实 上 上 ， 著 方程 (4.1) 是 全 微分 方程 ， 则 存在 序数 uz， #), 
使 得 
du= MCr, ydr +t Nr, Edu, 
于 是 
OU GE 
Bay 
将 第 一 式 对 y 求 依 导 数 ， 第 二 式 对 + 求 仿 导数 ， 得 到 . 
ou oM ou _ aN 


7 7 Op “dry” ds 


根据 对 M、N 的 民 设 ， 推 知 
Om Ot 


dyer dr6y" 


{4.5) 


记忆 : . 
BM _ ON 
ay az” 


” 反之 ， 条 件 (4.4) 亡 立 ， 则 可 设立 一 水 函数 wz， », 使 它 
满足 关系 式 (4.5)。 册 (4.5) 的 第 一 浅 可 得 | 
Wtr, HY= | ms, yidzr + ciyy C4.6) 
现在 来 适当 选取 任意 函数 c(y)， 使 得 函数 x(z，y) 需 足 (4.5) 的 
1] 37 [ 


第 二 式 ， 因 此 应 有 
0. ” £ = 
ET | mts, ydr te =N zr, 


人 -de +o y= NC, 区 


利用 条 件 C4.4)， 土 式 可 写 为 
* AN 
| Nee, 四 


从 而 ， 有 

og)=Nrs, Wy 
机 

cCGD = Niro, YYdy +el 
其 中 ci 是 尾音 常数 ， 代 入 (4.6) 得 

us, WD= | Mz, Wdr+|" NerosI dy +o C4. 
这 就 是 满 是 关系 式 (4.5) 的 函数 xw(z，y)， 所 以 方程 (1.1) 是 全 
微分 方程。 

以 选 色 以 看 由 ， 充 分 性 证 明 的 本 身 ， 衣 给 出 丁 来 国教 Cz 

2 的 步 又。 显然 ， 求 函数 w(x， 级 时 ， 也 可 以 从 C4. 5) 的 第 忆 戒 
出 发 ， 类 要 地 推出 ， 


ul, 2 = 人 Mtz, adz + NOz, dy + er (4.8) 


抽 3 求解 (2zb 4 了 20dz 二 K27 志 一 yr + 3)dy= 0, 
| 如 因为 


所 以 是 一 个 从 微分 方程 ， 由 
对 zx 积分 ， 得 
= ry + +2r+ely), 


其 中 cC 夫 是 待定 函数 ， 让 


OW 2 f om 3 

一 2 TCDD 一 27 -HY 3 

人 2 uy TH- 多 
求 得 

. uy 

oN Tt, 

族 . 
. UH=7y + 本 +2z- 区 到 +eo 

二 是 方程 的 通 解 为 


3z2 + ry + 122— 2y? + 180 = Cs, 
我 们 已 经 讨论 了 全 微分 方程 的 求解 问题 ， 现 在 进一步 研究 ， 
如 果 方程 
Mz, Wdzr+ Nr, WAdy=0 C4.1). 
不 是 多 微分 方程 ， 即 条 件 (4.4) 不 成 立 ， 那 么 怎样 将 方程 (4,1) 
化 址 全 微分 方程 。 为 此 ， 我 们 要 找 一 个 函数 kz，y)( 产 0)， 当 方 
程 C4.1》 履 以 L(x，#) 后 ， 便 得 到 一 个 全 微分 方程 ， 


uMdr + ENdy = 0, . C4.9) : 
即 满足 充 要 条 忻 

OCLM) OCHNY 

"a (C4.10) 


生生 全 丰 


这 上 时， 我 们 把 函数 Crz， 轨 叫做 方程 (4:1) 的 积分 因子 。 

但 是 这 样 的 积分 因子 是 否 存在 ? 为 了 回答 这 个 阿 题 ， 现 考 不 
条 件 信 .10?， 它 可 看 成 风 z， 坟 为 积分 因子 的 充 要 条 性 , 展 升 条件 
《4.10) 就 是 


op u 
MO _N .| 4. 
$y -4 C4.11) 


或 者 两 端 除 以 4&， 变 为 
N_amna _N olnk .ON . aM 


oy or Br oy" 


这 是 一 个 以 4 为 未 知 函 数 的 一 阶 线 狂 偏向 分 方程 ,求解 这 个 信和 酸 分 
方程 ， 一 般 阐 不比 求 解 方程 (4.1) 简单 (参见 第 八 章 ]。 可 是 我 们 
这 里 需要 的 仅 是 偏 柚 分 方程 (4.11) 的 任何 一 个 特 解 ， 估 此 ， 它 仍 
提供 了 求 出 转 殊 形式 的 积分 因子 的 途径 ， 


例如 ， 考 虑 仅 与 > 有 关 的 积分 因子 hz)， 此 时 -3 = 0， 


《4.11) 就 化 为 
EE 0 


其 中 gz- (人 -人 )]/ N, 而 与 无 交 。 它 是 方程 人 4.1D 有 只 


依 粮 于: z 的 积分 因子 的 充 要 条 件 ， 于 是 


HCEY = alin 


就 有 是 二 程 (4. Dy 的 一 个 积分 因子 。 
例 4 求解 《ez +82 +xYdr + rydy = 人 0, 


oN _ 
QT 


解 这 里 信人 一 2y， y, 因 此 原 方 程 不 是 全 向 分 方程 ， 


考 台 自 


aM _ aN ,1 。 
由 于 (信人) /N= 七 ， 于 是 原 方程 有 积分 因子 


[和 一 人 


现 考察 方程 
2am FH dr ydy= 0, 


把 它 改 写 为 

dr +i edz + (ry dr+ ydy) =0, 
并 注意 到 zg*dz+ zigdy 一 雪 dz*y?), 即 可 得 原 方 程 的 隐 式 通 解 
为 


9324 dr 十 6z289 = 0, 
利用 积分 因子 ， 也 可 求解 一 阶 线 性 方程 ， 下 面 我 们 求 看 几 个 
例子 。 四 


例 5 求解 rp Y= Fa)。 
解 ” 改 写 原 方程 成 对 称 形式 
CRODY ~ FOr) dr + Ady = 0, 
OM N /OM ON _ 
这 里 人 = pGD，- 人 =0. 由 于 (3 - 全) N=zCD， 四 此 
方程 有 积分 因子 


H(txI= € 


考察 方程 


网 Jiesyes 


将 它 改 写成 
dyej 


人 ds 
晶 


Je “= 0, 


[CprYyy— fr) dr +e 


[| [ 归 本 


J— ferye!’ dz = 0, 


积分 得 通 解 . 
el -fc a jd 

或 
y=e-f?nis [e+ ffcsye ben | 

这 正 是 $ 3 所 求 得 的 通 解 公式 (3.5?， 


同样 地 ， 可 以 得 到 只 与 vy 有 闫 的 积分 因子 以 所 ， 些 时 
-全 =。， (二 .1 切 化 汶 


Gi oN 
-DD 3 一己 ww)/ 


这 时 方程 《4.1) 具有 积分 因子 KJ) 一 ol， 
例 6 试 求 方程 
{TY + 383 + Hd + Cr er ~ riy? — sndy | 
的 积分 因子 。 


解 i + ory'er + Bey +1, ME 
op, 0- ay ) f/m- -4 攻 原 方程 有 要: By 


有 关 的 积分 因子 ， 它 应 是 


ae- 可 学 =- 


4 自 


如 上 记述 ， 和 寻求 方 程 t4.1) 的 积分 因子 ;利用 了 偏 匆 分 方程 
《4.11)， 可 是 (#.11) 可 以 有 无 穷 多 个 特 解 ， 所 以 方程 (4,1) 全 其 - 


有 无 穷 多 个 积分 因子 ， 警 如 ， 设 /是 方程 (4,1) 的 一 个 积分 因子 ， 
于 是 有 du ==pMdz 4+ jpNdy， 对 于 4 的 插 一 一 连续 函数 /C4)， 上 由 于 
m po 


hu MAdx + Ndy) = fu CMdr + HNdy) 
= fd = AF), | 
其 中 FC4) 是 fCw) 的 一 个 原画 数 ， 可 见 HfACW) 也 是 方程 《4.1) 的 积 
分 因子 ， . 
例如 ， 关 于 方程 ydx - xdy 0， 显 然 它 不 是 全 微分 方程 。 担 
d(Y)= _ Vdzr— zdy 


I 


r? 


d (3 = 2 zy， 


dn 5) -2 


TH 
Ty Ydr— rdy 
dt ys 
dn EY ) = 区 dy 
rity ry 


所 以 3， 六 ， 训 ror 57 等 都 是 此 方程 的 积分 办 
子 。 

景 后 应 指出 ， 积 分 因子 这 个 工具 ， 从 理论 上 讲 ， 它 提供 了 求 
积 方程 (4.1) 的 一 般 方法 ， 但 是 ,对 于 一 个 具体 的 方程 如 何 找 出 所 
要 的 积分 因 于 ， 一 般 说 来 部 并 不 容易 。 除 了 对 几 种 特殊 的 积分 因 
于 有 具体 求法 外 ， 通 常 我 们 是 利用 观察 法 。 

例 7 求解 adz+gag+kz2 ty rtdr=0, 


和 解 ” 椒 难看 出 ， 方程 有 积分 因子 4 = -5 ,将 方程 两 边 荣 
以 之 后 ， 得 到 z 
zdr + yay + xidx=0 
下 +y? pF 


Ee 


打分 得 


1 人 Em 
El +¥ + = inc, te 


所 以 隐 式 通 解 为 
(est) el =e, 
例 8 ” 试 求 方 程 (E+3er)der (1+ ®)dy=0 的 积分 因子 。 
解 ” 改 写 方程 为 
(Bde+ dy) + (szsdz+ dy) 20 
不 难看 卓 ， 方 程 左 端 第 一 部 分 有 积分 因子 上 =X, 第 二 部 分 有 积分 
因子 ks = 且 


dz = (drtdy), 2 一 2 
dasy) Hs (32de + Edy), Ws = Ty, 

为 了 找 出 原 方 程 的 积分 因子 ， 令 
rpg = yr y), 


选取 使 上 式 成 立 的 函数 gp， 局 


PU) ===, Cu) = = 


于 是 
p=pp ,=a = Ty 
就 是 所 求 的 积分 因子 . 
85 隐 式 方程 
考察 形 如 z 


. 44 * 


Fir, yy y)=0 €5.1> 
的 -一 阶 隐 式 方程 ， 这 里 只 车 重 研究 它 的 某 旦 特殊 美 弄 的 求解 ， 
大 家 因 道 ， 对 于 一 阶 显 式 方 程 ,常常 求 短 的 痢 是 所 谓 隐 式 解 ， 
那么 对 隐 式 方程 来 说 ， 能 求 得 显 式 解 的 情形 就 更 少 了 。 因 此 ， 在 
讨论 隐 式 方程 (5.1) 时 ， 我 们 经 常 去 求 它 的 隐 式 解 或 者 利用 引入 
参数 的 办 潜 去 求 所 谓 参 数 形 式 解 。 
一 种 比较 简单 的 情形 是 方程 (5.17 的 左 端 是 关于 多 的 4 次 多 项 
式 , 并 且 可 以 分 解 成 tt 个 一 次 实 因 子 的 对 积 , 唆 方 程 (5.1》 可 化 为 


dy dy 
[人 -A -Pe-- 2 »| 
-[ 八 -fe, o]- 
让 上 式 赵 端 去 个 因子 等 于 零 ， 然 后 积分 
人 =r) 人 1 2 ， 


求 得 通 解 为 
ux, Ys =0 C=1,20 Nn), 
显然 ， 方 程 (5.1) 的 通 解 可 写 为 
Wr HMCr oN r Ho) = 0 
例 1 求解 WO?tyy -2sy=0 | 
解 ”因为 (8 + 芭 ' 一 中 -~ 芭 =( -2)Cy'+2+), 于 是 有 
Y=, Y= ~ tH | 
分 别 和 进行 积分 得 到 
3y=X + N=00 ?~ r+ 1;. 
所 以 原 方程 的 淆 式 通 解 为 
C2 Tm OT ce" +2 1)=0, 
s #5 4 


- 转 别 地 ， 当 方程 (5.1) 的 左 端 只 售 有 内 时 。 即 
(97 一 0 《5 .2323 
并 且 可 以 分 解 成 # 个 一 次 实 因子 的 积 ， 
， (Vo ~ oy de0 Co 
于 是 积分 
y =a (j=1,2,.,n), 


得 到 y=ajz+c， 或 者 写 威 下 = -20=1,3 0 这 时 不 


Eq 


形 癌 出 方 又 (5.27 的 隐 式 通 解 是 


F ( ye ) 0. 


例 2 求解 (vy ) 一 gy F178 ~ 10=0, 
解 因为 (7 和 一 8 2 二 173 一 10=Cy' -2 -1Xy/— 
一 5), 于 是 方程 的 隐 式 通 解 可 写 为 


(He) (oe) +17( He)- 100. 


如 果 方 程 (5.1》 能 化 为 i 
8= Fr y), ”6.3 
这 了 时， 我们 取 y/ =p 为 参数 ， 有 | 
gz 的， _ 
两 丹 对 < 来 导 ， 得 2 


Bz op dx - i 
这 是 关于 p 的 显 式 方程 ， 如 果 求 得 5: 4) 的 陷 式 解 汶 
让 提 


Pr, PpP, ce}=0, 
那么 方程 (5.3) 的 通 解 可 表 为 如 下 的 参 壮 形式 
人 - b,c = 0y . 
y=f(x, Dp), 
这 里 P 只 起 到 参数 的 作用 。 
特别 地 ， 当 (5.3) 中 不 最 请 x 时 ， 妈 
y= Fa7)。 (5 
令 y? = p 为 参数 ， 风 为 dg = ydz， 所 以 在 这 种 情况 下 ，dz 一 dg 


= 二//(p)dp, 从 而 得 到 
z= {fdp+e, 
半 是 方程 (5.5) 的 通 解 ， 可 下 为 如 下 的 参数 形式 


f -| (pp ip 二 ec， 
VY 二 


fp), 
例 3 求解 y=3C5): 寺 2Cy1) ?一 7， 
解 令 y/=p， 得 
y= 3p*+2p3 ~ 7, 
dy =(12p* + 6p* Ydp, 


由 dx = Sy 二 (12p? + 6p)ap。 得 
T= 4D3 十 3p2 + Cy 
帮 得 参数 形式 弟 解 为 
全- 4p3 + 3p? + 6, 
gp:+ 2 mT 


® A 


例 4 求解 16z3 +2908772 一 0 =0。 
解 ”就 ! 解 出 ， 并 令 巡 =p 得 


了 站 Br 
8 一 一 2 ps Ed 


两 端 对 x 求 导 ， 并 以 Pp 代替 y/， 得 到 


和 人 


P= 


(p— sp) ps + 327) = 0。 


从 第 一 个 因 式 p- >- 所 -= 0， 得 P=cx， 有 即 | 


z=lp 

从 而 得 到 参数 式 通 解 为 
T= ob 
b 一 pr 一 语 ， 


车 消去 参数 ?， 便 得 显 式 通 解 


y= -5 《cs0。 


第 二 个 因 式 星 来 出现 ， 从 它 可 得 


3 24 


显然 ， 它 是 方程 的 解 ， 但 不 包含 在 上 而 通 解 之 中 ， 我 们 称 它 
4 #8 a 


解 。 
对 于 方程 (5.1)， 如 能 把 x 哨 示 成 y、 妇 的 函数 形式 ， 即 方程 
《5.1I) 可 化 为 
了 = YY), 《5,6) 
将 它 的 两 端 对 8 求 导 后 ， 可 完全 类 伺 地 进行 讨论 。 
例 5 求解 By2017 35 +37y 一 y= 0。 
解 就 z 解 上 出， 并 令 =F， 得 


nn 
殖 35 2 了， 
两 端 对 y 求 导 
dz _ 二 y iN dp 
oo — 4yP— ap” + 2 ) a 


1 dr 
以 二 代 痊 dy’ 得 


可 
2p+ 128Ds + Cy + e120) 一 0， 


{2p+ se) (1+6p227=0。 
这 里 ， 我 们 只 考察 左 端 第 一 个 因 式 ， M2p+yge =0 得， 
y+ 一 c， 再 将 p 一 三 代入 t= 熙 ~2V'P， 就 得 通 乌 


§ 
z= 20, 


py ~ Scr—6c:=0。 
人 


例 6 求解 y= zc)2 (23 
解 令 y’' =p， 对 + 求 导 ， 得 : 


p=p: +(22p~— gp*) a2, 
本 中 


+ 四 Cp~1*0), 


3 
c— yD 


yr 四 此 ,方程 通 解 的 参数 和 


积分 这 个 线性 方程 ,得 到 7 二 
达 式 可 写 为 


-pa ， pa 
cc- -sp +p 


| Cp—1): ? 
pz op+ip: 
一 a | 
克 莱 洛 (Clairaut) 方 程 。 形 如 | 
y= s+) | .5.7) 
芍 方 程 是 我 们 熟知 的 克 莱 洛 方程 ， 它 对 于 变量 x 与 y 是 线性 的 ， 并 
县 它 的 遂 解 ， . 
y= 07+Ppe) 
正 是 用 任 瘟 常 骆 c 民 兰 方 程 (5 .7) 中 的 y' 而 得 到 。 现 充 我 们 利用 前. 
商 引 入 参数 的 方法 来 验证 。 
令 y' =P 方程 人 5,.7) 化 为 
y=Pr+ Wp) 
上 式 两 端 关 于 7 求 导 ， 得 
二 看 让 全 


P= p+zo + pr Cp) A 


从 而 有 
[yp)I 0, 


由 第 一个 困 式 虽 =0， 得 p=c， 于 是 得 到 通 解 ， 


y=er+yee), (5.8) 
它 的 几何 意义 基 个 单 参 数 的 直 钱 族 ， 
现在 再 由 第 二 个 因 式 等 于 零 ， 就 可 得 到 
站 G5.9 
y=Pr+p(p) 


不 难 验 证 它 是 方程 (5.7) 的 解 。 在 几何 上 ,<5.9) 是 一 条 楷 线 的 参 
数 事 示 式 ， 它 不 甬 从 通 肖 全 .8) 中 给 定数 等 < 两 得 到 ， 可 总 两 者 之 
间 却 有 着 密切 的 关系 ， 即 在 曲线 (5,9) 上 前 登 一 点， 都 有 二 组 族 
《5.8) 中 的 某 一 条 与 它 相 切 ， 其 切 点 为 (一 名 人 e) ,Ne 一 cc))。 
从 微分 几何 的 有 关 知 识 柯 知 ， 曲 线 (5.9) 是 家 线 族 (5.8) 的 世 挫 。 
这 样 ， 对 陡 包 络 上 的 每 一 点 ， 关 于 方程 (5.7) 的 始 值 问 题 , 解 就 不 
外 一 。 因 此 ， 包 络 (5.9) 是 克 业 洛 方程 的 奇 解 。 加 
关于 包 络 (5.9) ,也 可 通过 如 下 方式 求 得 。 即 对 (5.8)》 式 襄 作 
为 参数 的 < 求 导 ， 得 z+4"Kc)= 0， 然 后 再 与 (5.8) 式 网 立 ， 得 
0 
y= cr+$ Ce), 
很 明星 ， 它 与 (5-9) 的 不 同 仅 在 参数 的 记号 上 上 ， 消 去 参数 c， 就 得 
到 包 绍 的 显 式 表达 式 ， 
例 7 求解 y=2y! +H7， 
解 这 是 克 莱 洪 方程 ， 它 的 带 解 可 写 为 
» FFs 


y=cer+t+e, 
从 而 包 络 可 由 
TF 20=0， 
{ye 性 2 
确定 ， 消 去 “得 到 
时 
它 是 方程 的 霖 解 ( 图 2 一 3?。 
对 了 一 般 的 隐 式 方程 图 2 一 3 
(5.1)， 这 里 仅 指 出 引入 参数 的 途径 ,为 此 ， 让 y /=pP， 由 (5.1) 得 
Fx,yp) =0, 5.10» 
召 果 把 变量 x,y,5 夏 作 三 维 空间 的 坐标 ， 那 么 方程 (5.10》 就 确定 
一 个 直面. 这 上 时， 我们 可 把 曲面 的 方程 写成 参数 式 * 
T=pR,0), Y=Pu0, Pam,0) (5.11) 
其 中 .0 为 参数 。 最 航 ， 方 程 组 (5.11) 与 方程 (5,10) 是 等 价 的 ,由 


dy = 对 du + do, dx -=f du + 32do. 


利用 关系 式 加 =4dzr, 我 们 就 得 到 关于 变量 4 和 vz 之 间 的 一 阶 微 
分 方程 
如 du 十 人 Mdv=0 Cm [名 dw + Mdol. 


改写 它 为 
do Ou Ou (5.12) 


方程 愉 .12) 已 是 前 儿 节 讨论 过 的 情形 。 如 果 续 .12) 的 通 解 丁 写 为 
" S528 


a 


v= Kin,c}., 
那么 由 (5.11) 的 前 两 个 式 子 得 到 方程 (5.1? 的 适 解 为 4 
z= pu Ko = 区 CC 
其 中 是 任意 常数 ， 而 是 参数 ， 


$6 奇 解 


在 第 一 章 里 ， 我 们 就 一 阶 方程 引入 了 奇 解 的 概念 , . 即 在 它 的 
每 一 虎 上 ， 解 的 唯一 性 不 成 立 。 也 就 是 说 ， 径 过 奇 解 曲线 守 的 每 
一 点 ， 至 少 有 两 条 积分 曲线 通过 。 因此 ,为 了 讨论 译 解 ， 重 提 解 
的 容 在 唯一 性 定理 县 完全 必要 的 ， 这 盟 也 只 对 定理 作 较 详细 的 饼 
述 。 卫 和 . 


美 于 次 值 问题 . 
伐 -fe | {6.1) 
Vr,) = C6,2) 


解 前 存在 唯一 性 定理 如 下 ， 
”定理 2.1 设 在 矩形 区 域 RR 
I zo la |y~ Vs 
上 ，fz, 几 有 定义 ， 且 满足 
Dy fOr,D ECOR), 
2) 。 f(z, 四 关于 y 满 足 李 普 希 区 (Lipschitz) 条 件 ， 
fry) fr ga) [LIy yal 
通常 称 L 为 李 普 希 痰 常数 
” 则 在 区 则 |z- zu1<j 上 上， 方程 (6.1) 存在 唯一 的 满足 条 件 


《6.2) 的 解 , 其 中 h=min (a, 族 )，M =max | f(x) 1 


ea S33 # 


顺便 指出 ， 定 理 中 的 条 件 2) 可 以 用 更 强 的 条 忻 277.. 来 代替 ， 

27) 在 RI 上 f/f; 存在 ， 且 1f71 扎 KCK 为 常数 )， 

事实 上 ， 对 于 任意 揭 Cr:gi)E 有 R， {x,y:3ER， 有 

CTD A 

《在 yi 与 之 间 ), 取 下 为 李 普 项 获 常 数 即 得 每 件 2)。 然 而 ， 从 条 
件 2) 却 不 能 导出 条 件 2 )。 

对 于 隐 式 方程 

FO,y,0") = 0, 《6.3) 

办 为 当 隆 式 方程 可 化 戌 显 式 方 椎 时， 一 般 说 来 ， 我 们 得 到 的 
是 若干 个 显 式 方程 凡 = fi(z, 站 ，Gi=1,2,…k), 如 果 这 些 方 程 的 
三 一 个 宇 点 tx 的 部 绒 的 都 请 中 定理 2.1 葡 业 种 ， 那 么 ， 紫 一 
个 方程 痢 存 在 唯一 的 满 是 条 件 yt7，)=yo 的 解 。 所 以 ,关于 隐 式 方 
程 存在 玲 一 的 满足 条 件 (6.2) 的 解 ， 应 理解 为 铬 着 已 给 方向 通过 
庶 Cxs ra 的 积分 曲线 只 有 一 条 。 . 

”其 次 ， 这 个 问题 还 与 数学 分 析 中 的 陷 辫 数 存在 定理 有 关 。 我 
们 知道 ， 对 于 方程 (6.3), 如 果 函 数 P(x,y,y') 对 所 有 变量 连续 且 
有 连续 的 偏 导数 ， 并 在 (re ,ge ,yo 人) 的 邻 域内 有 FCzo ,ysyu =0 
和 偏 导数 Fi ,Cxo ,50,56) 夺 0， 则 有 

y= Fr 用 . 
及 好 = 一 Asxog)， 这 里 函数 F(z,2) 是 连续 的 且 有 连续 的 个 导 数 。 
特别 是 


: 
3 - 如-. (6.4) 


这 样 一 来 ， 对 于 风 式 方程 (6,3) 的 始 值 问题 ， 解 的 存在 唯一 性 定 

理 的 具体 据 法， 就 完全 清楚 了 (此 定理 由 读者 自己 写 出 >. 
按照 曾 解 的 定义 ， 可 以 说 定理 8.1 给 出 了 在 某 一 区 域内 不 看 
I 


在 奇 解 的 充分 条 件 。 因 此 ， 要 起 奇 解 存 在 ， 就 必须 不 注 足 定理 的 
条 件 ， 然 而 ， 若 从 定理 中 取消 条 件 22( 或 27)。， 可 以 证 明 ， 妨 值 癌 
题 至 少 存在 一 个 解 (第 四 章 定 理 4,2， 换 各 话 说 ，' 汉 和 件 22{《 瑟 277》 
是 保证 解 唯一 的 充分 条 件 ， 因 此 ， 奇 解 具 能 经 过 条 性 2) 《或 27)? 


不 满足 的 各 点 ， 通 常 我 们 总 是 用 无界 来 考 察 奇 解 的 .至 于 陷 式 


方程 (6,3)， 和 由 C6.4) 式 可 以 君 出 ， 条 件 -全 一 0, 将 导数 人 3- 无界， 


从 而 有 可 能 破坏 解 的 唯一 性 .下 面 我 们 基于 这 一 点 作答 略 的 讨论 。 
十 1 求解 型 - 尺 可 55+1， 


解 “ 方 程 的 在 端 是 连续 的 ， 如 一季 Sy 加 然 , 当 V = 


时 ， 一 0。 真 接 验证 可 知 y= :是 方程 的 解 ， 因此 ,如 果 在 直线 


六 
OV 
y=z 上 的 各 点 解 的 唯一 性 被 玻 
十 ， 那 么 g = x 是 方程 的 奇 解 。 

.为 此 作 净 换 z=y~z， 即 
可 求 出 方程 的 通 解 为 


yr 0 


这 个 胆 线 族 的 每 一 条 曲线 都 适 
过 直线 y=x， 且 在 交点 外 的 切 ， 
强 就 是 y=z( 图 2 一 4)。 所 以 ， | 
在 直线 yx 上 的 每 一 点 唯一 性 
都 被 蓝 杯 ， 故 y= xz 是 奇 解 。 图 2 一 4 


巢 上 富生 


必须 指出 ， 当 台 无 界 时 ， 只 能 说 方程 可 能 会 有 理 解 ， 事实 


上 ， 如 果 将 例 I 中 的 数 1 换 成 任意 另 一 个 数 ks 1， 那 么 g= xz 将 不 是 
方程 型 = 2/ 古 二 35 + 的 解 。 虽然 1 有 界 性 不 成 立 ,可 是 J 一 ?着 


不 是 方程 的 背 解 ， 
关于 陷 式 方 程 (6.3? 的 奇 解 ， 它 应 同时 满足 方程 


Fry -0 和 GF -0。 


oy’ 
营 记 y/ = 好 
{7 0 
oF 
-0 
消去 ?得 到 一 条 或 数 条 曲线 } 
$x, = D0, (6.5) 


我 们 把 C6.5) 式 叫 艇 p 一 判别 曲 约 ， 因 此 ， 方 程 (6.3) 的 淋 解 应 包 
会 在 它 的 pf 一 判别 曲线 中 。 

圭 要 注意 ， 方程 的 bp 一 判别 曲名 ， 愉 有 当 它 是 方程 的 积分 曲 
名 而 旧 在 此 曲线 上 的 点 处 有 叭 一 性 刊 未成 立时 (一般 是 走边 验证 )， 
才 会 是 方程 的 奇 解 。 
”全 2 求解 ry). 

解 令 y =P， 从 

1 8 


1 y= oP 一 37 9 


8 so 


* SE * 


中 消去 p， 得 p 一 判别 曲线 ，9g = z 和 yz- 二 ， 显 然 ,函数 = xz 不 


27 


是 奇 解 。 为 了 验证 y=z- -六 是 奇 解 ， 先 积 分 原 方程 ， 得 通 解 ， 


(yo) = (i) 


不 难 验 证 ， 在 直线 y =z- -世上 的 每 一 点 都 有 半 立 方 手 物 线 族 Cg 


-co):=《z- cs 的 一 支 与 它 相 切 (图 2 一 5)， 并 且 疙 = -~ 却 满足 


方程 ， 所 以 它 是 方程 的 奇 解 ， 

在 $5 讨论 克 芋 洛 方程 时 ,我 
们 曾 了 解 到 微分 方程 的 积分 曲线 
族 的 包 络 就 是 该 方程 的 者 解 。 因 
此 ， 要 求 某 一 方程 的 奇 解 ， 通 过 
求 包 络 也 是 求 奇 解 的 方法 之 一 。 

设 方 程 F(z2,y,y')=0 的 积 
分 朋 线 旋 为 

PT CI=0. (6.6) 

著 把 ce 看 作 和 参数 ， 则 包 络 应 由 
{fe 


中 
oc 一 人 


确定 ， 消 去 参数 所 得 到 的 曲线 ， 
pz 一 0。 


了 | 


0 一 -一 一 


图 :一 5 


《6.7) 


有 可 能 是 曲线 族人 6.67 的 名 络 ， 从 而 它 可 能 是 方程 F(z,y,y')=0 


的 奇 解 ， 


通常 把 曲 级 (6.7) 岂 做 方程 F(x,y,y = 0 的 2 一 判别 曲线 。 


5 


例 3 求解 y=y. 
和 解 方程 的 通 解 是 朱 物 
线 族 : 
dy=(r- cc)?, 
从 和 e-Gre 0 
247 一 0 一 0 
中 消去 参数 c， 得 < 一 判别 曲 
线 9 = 0， 显然 y= 0 是 抽 物 线 一 … 
族 的 包 络 (图 2---6)， 所 以 
= 0 是 方程 的 奇 解 。 


求 下 列 方 种 的 通 解 ， 


a : 
» = 51n x, 
1 dr Tn 


2, zydr= C1" y+ ry2 dy 


dy - 
二 了 
3 Px y+ tH 


44。 ztyrl, 


6 (z+4W) +r 322 9 
dr 


+B 
Ge ” =0, 


7， 型 了 


BB, zy Cr ty ty = 0 


SR 


\ 


oi 
| 


图 2 一 8 


9， 
10, 


求 一 曲线 , 乙 其 切线 介 于 坐 杖 辐 交 的 部 分 ,被 茹 点 分 砍 相 等 的 邦 分 。 
一 先 体 受 国 力作 用 ， 沿 z 朝 正 向 自动 ， 若 官 的 初速 度 是 40 米 /种 , 在 


5 秒 钟 后 前 速度 是 20 米 / 秒 . 求 o) 物体 在 任何 寺 示 的 建 庆 55) 物体 在 性 何 时 
刻 的 位 置 ( 设 物体 从 谨 点 出 发 )。 
求 下 列 方 程 的 道 解 ， 


i1, 


12, 
13. 
14。 


18. 


168, 


17。 


18. 


19。 


20- 
31， 
32。 
23, 


24。 


25. 


26。 


27 . 


dy _ 2y~X—4 
dr 2rz-y+5" 


vsinz+y'con z=1. 
(x2 yd ~ THG = 1, 
tlnz- ln yyy -yir= 0, 


Crp + var — wdy = 0, 
(2z 一 2 -d+ (r+y- 2 =0, 


dy _ 
os [ 


(x ydr- zdy = 0 
ra = zy + 3 
H+ +2 r= 0 


Hd — 2 = 8 COS XY, 

+ 2 (zc 人 《9(z) 是 z 的 已 知 可 微 国 数 )。 
~ 一 

于 xY Ed 

y= -1, 


求 方程 y= 2z 满足 条 十 [woz= 2 的 角 


dy - 和 
28. H+ EA = 1, 


29. 
下 1:-。 三 2e。 


30. {ty +TU2GT YE 一 200 = 


dy 
31, Hr tecy XX)}=1。 


32， 试 证 明 ， 凡 具有 通 解 为 = cqpC2) + 炒 (X) 形状 的 微分 方程 都 是 线性 
的 

33。 闭 已 知 Riccati 方程 的 两 个 特 解 yi.C7) 和 yz《x)， 试 证 明 它 的 通 和 解 就 
可 只 出 一 次 求 积 而 得 到 。 

很 据 全 微 身 的 定义 ， 求 下 烈 方程 的 遂 解 ， 

34. CI TUTt Er- yd = 0, 


dy ~ yd 
35, wdx+ yay + 
36、 ydr+ rdy + -308 -0。 


87,. {cosy 十 如 Cos2eyGz 十 《sin x— x sinyydsy = 0, 
求 下 列 方程 的 通 解 ， 、 
38。(3372 十 6zB27GX + (6x2y + ay dy = 0, 

39, Cyiexy + 4T8)d7 + Caryer ~ p72)dy = 0, 


27 drt 


40, x2+y2 ZKZ3 + HY 


41, Coria = SGOT YT + 9rd = 0 
42. EidT + tre — 32470 一 让。 

43, Cl+er)ydp + 2perdd= 0, 

利用 橙 分 因子 求解 和 下列 方 程 ， 

de, zdrt yay 十 8 十 是 
45，YXGdU ~ yar ~ Ci- ridx = 0, 


志 后 站 


46。 一 (22 82 一 3387+2z7d = 0, 

7, WGH + ydr— 了 321mn rdr=0, 

48。 求 可 分 离 室 若 方 程 m(zjnty dz + p(x)g0yydy = 0 的 积分 因子 ， 

49。 设 阔 数 fz,y) 是 闫 于 xz,# 的 过 次 齐 次 隔 数 ， 试 求 齐 次 方程 的 积分 因 
子 。 

50， 末 出 方程 六 Cx,y)dr + NCz,WDdy = 有形 如 kz 天 2 的 积分 因 于 的 
充 要 条 性 。 | 

B51 2— ye2r=0, 

52, y= Zr ~ y'?, 

53, y= en/ +yr, 

54. y+UY XI xy=0, 

S85. T2223+dryy' + dy = 

56. #3—-1=0, 

B57o J’3— dU’ = 0, 

S58 4TH — 2y+ lny’ =0, 

59. 2- yy "+rT=0, 

BD0. H'2~"27y +1=0. 

861。 攻 = 了 TU ty-y 2 

62. y= X22, 

63. =? -y+2, 

Gd YCL tH'2)= 20, 


rdx + ydy _ ydz ~ ridy 


65. 一 -= 一 
v1+r2 ty w+ 


二 站。 


66 。 《ex + yr + oxydy = 站。 

67, (Cy CosT -XSin zdr + Cyan r+ xeon wydy = 

6 各，《3xB8 — 2 dr + C22y2 + Td = 0 

89 。 eos2y * V2 + (sin reos reos yy — siny + cos22= 0, 


TO WME- 2 2 27 -T+ ty t= 0 


虽 如 和 二 


?71。 求 J 一 《1 二 298y +2 = 个 当 = 人 = 1 前锋 ， 


72, 设 f2 014) 及 革 连 续 ， 试 证 dy - fz,yydz =0 为 舰 性 方程 的 充分 


必 妥 亲人 忻 是 有 人 奴 收 条 于 zx 的 积分 因 于 。 
求 下列 方 程 的 奇 解 。 
了 $。 9 十 和 二 0D。 
74. B0y'3 =27y C0>0), 
75. y= 5 yy'2, 
6. y= Xu" -Siny', 
Ver ya 
dy 中 
38。 求 HW = YXy +3 当 z=2， 5 = ~1 的 解 


7 了 77， yi = 


第 三 章 ”二 阶 微分 方程 


31i1 一 般 概 念 


二 阶 微分 方程 的 一 般 形状 是 
F(x,y,y’,y") = 0 (1.1) 
这 里 z 是 自 变 进 ，# 是 未 知 函 数 。 如 果 F 对 所 有 变 基 连续 旦 有 连续 
偏 导数 ,并 在 Cx。，yo，y5 ,5%) 的 邻 域内 有 Plxo, yo，yi DEY=0 
和 Pitwosyosy495) 丰 0， 则 根据 隐 孔 数 存 在 定理 ， 方 程 (1.1) 


就 可 按 二 阶 导数 解 出 
yr =r, ), (1.2) 
著 二 和 阶 方程 (1.1) 或 《1.2) 关 于 未 知 测 数 上 y 及 其 一 、 二 阶 导 数 
V1 起 均 是 一 次 的 ， 则 称 它 为 二 阶 线 性 微分 方程 。 其 一 般 形状 为 
Pury + POT’ TP (ry = 9(7), (1.3) 
这 里 Pl Cz)Ci=0，1，2) 及 9(2) 都 是 区 间 (4,5) 上 的 连续 阴 激 ， 
莫 Po 2) 三 0， 则 方程 (1 .3) 可 写 为 


y+DOY’ + qry = f(r), (1.4) 
Pp P 。 
这 里 PCz) = -二 MD-，Q(z) 一 下 2 ，#( 罗 一 -证人 ， 荐 9 人 
= 0 或 (x) =0， 罚 称 C1,3)、(1.4) 为 二 界线 性 齐 次 方程 ， 
Pay + Pry +P, CT) = 0 (1.5) 
yt PO + TNH 一 0 《1.6) 


二 上 闻 了 EE 


我 们 先 故 一 个 例子 
y* (x)= 0, (1.7) 
这 是 最 简单 的 二 内 线 性 齐 次 方程 。 积 分 得 内 
| HEY = 0 Xi Cs, 【1.32 
其 中 oi、eos 是 任意 常数 ， 直 接 可 忆 验 证 ,(1.8? 是 方程 (1.7? 的 解 ， 
这 个 解 族 是 一 束 直线 族 ， 我 们 可 以 用 “点 斜 式 ” 的 办 法 确定 直线 
族 的 某 一 直线 。 就 是 说 ， 若 给 定 了 茶点 zo 处 函数 yz 的 值 yKzu)， 
又 销 定 在 zo 处 斜率 8 (zy 的 值 g7(zo7， 即 | 
ED 3 -二 ECzo7 《1.9? 
就 可 以 从 解 族 (1.8) 中 具体 确定 一 个 解 y(x) ,使 之 满足 条 件 (1 97， 
我 们 欧 (1.9) 为 初 妈 条 人 性。 

对 微分 方程 (1.2)， 求 其 适合 初始 条 人 性 〈1.9) 前 解 的 定 解 问 
题 是 始 信 问题 。 关 于 怒 值 问题 (1.2)，(1.9)， 下 述 容 在 唯一 性 定 
理 成 立 。 

定理 3.1 如 果 阔 数 Fr,y ,8 ?在 始 值 Czu ,go 的 部 域内 对 所 
有 变量 连 绕 ， 且 对 y 和 #! 的 一 阶 个 导数 有 界 ， 则 方程 (1. 2 存在 消 
足 初 始 条 件 (1.9) 的 唯一 解 ， 

通常 ， 我 们 把 满足 微分 方程 (1.2) 和 初 娩 条 件 人 1.9) 的 解 叫 
做 转 解 ， 拒 包含 所 有 特 解 的 解 族 岂 柳 方 程 (1.2) 的 通 解 ， 例 如 
二 阶 方程 J* (x) = 0 的 通 解 为 y(x)= clz+cs， 其 中 c1,cs 是 住 尖 党 
数 ; 而 != x 基 满足 初始 条 件 凡 07 = 0，297(07 一 1 的 特 解 , 昌 包 含 在 
通 解 之 中 。 

二 内 为 程 ， 沁 其 是 二 阶 线性 方程 是 景 二 出 宙 及 方程 ， 光 着 
因为 人 科 从 生产 实际 和 科学 技术 的 实验 中 提出 了 大 看 的 二 十 微分 
太 性 问题， 同时 还 由 于 二 阶 线 性 齐 次 方程 所 定义 的 一 类 特殊 函 吉 
在 生产 实际 中 有 六 广泛 欧 应 用 。 此 外 ， 二 阶 方程 也 是 研究 高 济 方 

和 电学 三 


程 的 基础 ， 特 别 是 二 玖 线性 方程 的 理论 ， 一 般 都 可 推广 到 高 阶 线 
性 方程 中 去 ， 


$2 线性 方程 


二 阶 线 性 微分 方程 的 通 解 ,一 般 说 来 不 能 用 初 竺 积分 法 求 得 ， 
这 基 它 与 一 脐 线 性 方程 一 个 很 大 的 区 别 ， 因 此 ， 这 一 节 的 主要 任 
务 是 从 理论 上 弄 清 夸 二 阶 规 性 微分 方程 遂 解 的 结构 ， 其 中 椒 理 问 
题 的 思路 对 我 们 今后 学 习 来 说 ， 将 是 很 重要 的 。 

I. 预 音 知识 。 为 了 便于 以 后 的 讨论 ， 这 里 需 又 引进 实 变 申 的 
复 什 函数、 函数 的 线性 相关 和 线性 元 关 、 央 斯 基 CWronski) 行 列 
式 等 概念 。 国 

设 +? 是 实 自 变量 ，i 为 碰 数 单位 ，uCr)}、o(#) 是 实 值 浮 匆 。 营 
令 VCT) 二 W402) + io(7)， 则 称 画 数 y (x) 为 实 变 量 的 复 导 函数， 
如 ，#tr) = cosr + 1sinw， 当 x 是 实 自 变量 时 它 就 是 个 复 值 通 数 。 

车 函数 4(zY，v(7) 都 有 直到 rn 阶 峻 连 继 导数 ， 则 称 y(7) = 
zz) +ivtz) 为 # 阶 连续 可 微 沙 数 ， 并 记 为 

yr) ur) + iv Cr), 
根据 复数 的 基本 性 质 ， 若 VCrz) = Wtz,， riv(z) 二 0， 则 有 u(x) 二 0， 
vr) 三 0 友之， 着 (TD 二 0，u(X) 圭 0， 风 有 yz》 三 0。 
审 炙 1 设 91C2)，P;(7) 是 定义 在 区 间 t2,5) 内 的 函数 , 且 在 
在 不 全 为 等 揭 常 数 c: 和 c。， 使 得 在 (a, 缚 内 的 … 切 z 都 有 恒等式 
Ci 站) + Cape (re) = 
有 成立， 出 称 汞 数 P,Cz)，P2(2) 在 (9, 内 是 线性 相关 的 反之 ， 
出 称 函数 p11Cx)，TPsC2) 在 (9, 拉 内 是 线性 元 关 前 、 
类 假 地 ， 可 已 痊 出 多 个 画 煌 的 线性 相关 和 线性 无 关 的 定 尺 。 


鲍 1 西数 1 和 z 在 任何 区 闻 内 是 级 福元 关 的 。- 
饼 ” 攻 有 恒等式 
| 十 Ci 站 二 从 
成 立 ， 则 对 上 式 求 导 ， 有 cs,=0， 从 而 c; =0， 由 定义 1 可 知 函 数 1 
利 z 是 线性 无 尖 的 。 
例 2 车 常 数 F 让 ky， 刚 函数 e'" 和 e*” 在 任何 区 闻 内 线性 无 
关 ，。 
艇 ”车 on "与 sa*" 线 性 相关 ， 则 有 得 等 式 
Cie + Cam*=0 
成 立 ， 苇 中 至 少 有 一 个 cs 0 璧 如 c, 二 0。 将 上 式 际 以 ea*" 且 微分 
之 ， 得 到 
《一 天 eette0a = 一作 
根据 眼 定 cs 六 0，K:s， 工 式 不 可 能 成 立 ， 于 是 引 册 了 矛盾 .所 
以 函数 e*'" 和 e*" 在 任何 区 间 内 线性 无 闫 . 
定义 2 谈 pifz)，9s(z) 是 定义 在 区 间 (4,8) 内 的 连续 可 微 
遂 数 ， 则 称 浮 数 行列 式 
Lr) P(r) 
PiCX) PCr) 
为 Pp1Cx)，Ps《2) 的 船 斯 基 行 列 式 ， 记 和 作 W(2) 或 久 [p; ,PI]。 
类 似 地 ， 可 以 定义 名 个 曾 数 移 朗 斯 基 行 列 式 ， 
例 3 求 cosr，sinz 的 朗 斯 基 行 列 式 的 值 . 
解 国 为 Ccos2) = 一 Sinz，(sinz)/* = cosz， 所 以 
Wey = COST Sinz |_]. 
~ Sinz cosz | 
2. 线 性 齐 次 方程 。 这 一 段 将 要 系统 地 介绍 线性 齐 次 方程 的 理 
论 ， 它 是 本 节 的 核心 内 容 。 
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对 于 线性 齐 次 方程 
V+ + CMY 一 0， 《2.17? 
我 们 谎 酚 数 pKz) 与 民 o 在 区 间 (a,o) 内 连续 ， 可 以 证 明 方 程 (2.1) 
的 所 有 和 解 组 成 一 个 线性 空间 ， 
趾 理 3,2 医 y1Cx)，y:《7) 是 线性 齐 次 方程 (2,1) 的 稻 ， 则 它 
们 的 线性 组 合 
UE = oH CT) + Eady tr) 
也 是 方程 42.1) 的 远 。 其 中 ec ，cz 是 任 痢 常 数 。 
证 明 ” 已 郑 
VI + PTY TSCT)21 = 0, 
V+ TY + IC 一 0。 
从 而 有 
Co t ey) + POCICO YI + CaM) + OIICE WH) + C02) 
=C.CVI + POTYL + XIV) + cays + POLINs + XIN) 
一 站 ， 
所 以 yz) =elyikz) + csy2C7) 是 方程 (2.1) 的 解 . 
显然 ，y 二 0 是 线性 齐 次 方程 (2.1) 的 和 解 ， 我 们 称 它 为 平凡 解 ， 
下 面 介 绍 方程 (2.1) 的 唯一 性 定理 ， 
定理 3.3( 唯 一 性 定理 ) 对 于 线性 齐 次 方程 人 (2.1?， 如 果 函 数 
pCz)，g(Cz) 在 区 间 [a,b] 上 连续 ， 则 方程 (2.1) 满 足 初始 条 件 
To = YCXo)=H Coro<b) (2,2) 
的 解 是 唯一 的 。 | 
P 证明 假设 方 各 (2.1) 有 两 个 满足 条 件 《2.2》 的 解 y.《7) 和 
#2)。 令 
UT) = Vit) — Hl), 
则 有 
7 


YToI= HR) ~ Yao) 一 0 a 
yr) = tr Ye) = 0, 
考 虚 函数 
Wr) = (2) + HT), 
显然 gfrzo7y=0， 由 于 
于 人 2 一 228 + 2278 
一 2 C8- BE 一 EID 
一 2pKZDBA 二 288 (1 ~ (2)), 
因为 2887 V+ ， 从 而 288701~ 47)) 扫 《〔CL+196z3 1 ) ey’ 
二 3 新 以 
ur) + lary Dy C+ GCC | £22127C2) Dy ?, 
令 k=1+ max[|aCr)| +21pfzy1]， 于 是 得 到 
ur Cr) kur)., 
不 等 式 两 端 同 慰 以 正 写 表 数 e”‘”， 得 
Wm)e KK 0 
即 
Cu(rye /0 
积分 得 
UCT EWTN Et = 0, 
根据 函数 wz 的 定义 ， 知 道 它 是 非 负 的 ， 所 以 
Wtw} 二 0D, 
从 而 有 #(2) 寺 0， 即 
HCH 
定理 3.3 告 诉 我 们 ， 如 果 方 程 (2， 有 一 个 解 测 中 学 二 条 伯 
( 即 bfro =0，y'(z0) = 中， 那么 这 个 解 就 一 定 是 平凡 解 、 


* 68« 


elst4+ eist 
2 21 


向 4 试 证 cos eat = 
是 实 常数 。 
证 明 考 卉 一 阶 线 住 齐 次 方 各 
了 tar= 人 0, 
,这 里 系数 pC1) =0，9(!) =1， 显 然 满 是 定理 3.3 的 条 件 , 取 to = 0， 
并 令 


. git ei 
vi) eosat, girm 
at jiat 

Tat) 一 本 Pety za 一 全 一 . 


于 是 有 : 
E10 = 20 =1, 160) = 27,00) = 0 
TO = 7 0 =0, TC07 = 71.(0) = a, 
可 以 直 按 验证 Xi,(1)(i,j=1， 2) 均 是 所 给 方程 的 解 ， 而 且 解 x11(1) 
与 X12 Ct) ai( 和 与 ?ax( 介 又 都 分 别 满足 相同 的 初始 条 作 。 根据 
定理 3.3， 有 
Tm) Ya 二 人 of) 
即 
| isipeion gist -int 


osmnf=— ”一 ， Sinpry 一 一 一 一 
2 ? 2 “ 


问题 得 证 。 
阁 用 潍 以 Sinai = 的 两 再 导 cosat= 


= 了 i 


- 相 如 ， 便 得 到 著名 的 万 拉 CBuioD 公 式 ， ， 


和 区 有 


eist 一 cosot + isimwt - 《人 .37 
定理 3.4 设 Y1Cx)，y,Cx) 是 方程 (2,1) 的 次 个 解 ， 则 在 区 亲 
Ca,6) 内 线性 相关 的 充 要 条 件 是 它们 的 其 斯 基 行 列 式 W Cz) =0。 
证 明 ” 先 证 必要 人 性。 设 ge)，8s (2 线性 相关 ， 即 存在 不 全 
为 堆 的 常数 cr 人 = 127， 使 得 在 (ab 内 有 己 等 式 
CBT + eH Cx) = 0 
成 立 、 求 时 上 式 得 组 性 齐 次 代 狼 方程 组 
和 一 一 0 (2.4) 
CVICEY + Cos C7) 一 De 
由 于 6c1，56; 不 金 为 堆 ， 所 以 (2. 的 系数 行列 式 W() = 0, 
苦 证 明 充 分 性 、 设 玉 (9) 在 #6《50 世 训 世 护 竹 为 和 零 、 即 
VCZ6 #2lTo) = 
Vitwo) 3 (oo) 
今 考虑 线 竹 齐 次 代数 方程 组 
和 0, 
Oy1CT0) + Cys (ro) 一 0。 
丙 为 其 荣 娄 行列 式 WCz。) = 09， 故 有 非 伶 解 c, ,c:。 对 此 cl (= 1， 
2) 我 们 作 线 性 组 合 | 
TY 一 Ci 二 Css 
显然 它 是 方程 (2. 1 的 解 ， 且 有 2&(zo) = 0，y'(xo) 一 0。 由 唯一 性 
定理 得 知 z《z}》 尖 9， 湖 | 
Oi Ct) + eH (r) = 0 
定理 3.5 设 y1(2) 和 ys(2) 是 方程 《2,1) 的 末 个 线性 无关 符 
解 ， 则 线性 组 冤 
2Y= CRA . i. 
就 是 (2.1》 的 通 解 ， 其 中 c,， cs 是 任意 常数 。 
= 


Wr} = 


证 明 ”我 们 只 要 证 明基 有 人 尾 一 初诊 条 件 的 焊 艇 ,都 包 舍 在 
《2.53 我 之 中 为 此 ,无妨 设 8 是 方 种 (2 . D 注 是 条件 vx) ， 
2 (2o) = 二 V5 的 一 个 畦 解 (0 二 x。<<5)， 令 

{ CHE 
CH ET FONT (To) = Ye 
由 于 #1《2) 和 ys(2} 线 性 无 关 ， 根 据 定理 (3.4) 和 PACzs) 加 的 从 而 
c1，53 瞧 一 确定 。 作 为 方程 (2.1) 的 解 C .V(xYY9 C7) 与 UC2) 
在 x =X, 外 有 宰 同 的 褐色 条件， 根据 唯一 性 定 仁 ， 得 到 
HZ 二 DIE + ey Cx), 
所 以 (2.5) 式 是 方 稚 (2.1) 的 通 解 。 
推论 二 阶 线性 齐 次 方程 的 线性 无 头 解 区 最 类 个 获 是 2、. 
定理 3,6 若 y1(2)，y2(t7) 是 方程 (2.1) 的 两 个 解 ， 帆 有 
WaaWlr)e Pd crs<hy 2.6) 
证 有 明 因为 J1(7)，ys(2) 是 方程 (2.1) 的 解 ， 所 以- 
YI + PY + XIV 一 小 
yp + HE Ys = 0, 
前 一 式 乘 以 y; 再 减 去 后 一 式 怀 以 y1， 每: 
CC 


即 
q 下 上 i ' 
CD 人 
或 
¢ Wo + pC WC) = 
qz ’ 
从 zx。 到 2 积分 得 


Wry We 
I 


公式 (2.6) 叫 做 刘 准 尔 (Liouviniie) 公 式 。 
如 果 线 性 齐 次 方程 C2.1) 药 解 贱 Co 与 yiCz? 是 线性 无 关 的 ,我 
们 就 称 yifz) 与 ys(z) 为 方程 C2.1 的 一 个 基本 解 组 ， 
定理 3,7 线性 齐 次 方程 (2.1) 的 基本 艇 组 是 存在 的 。 
证 明 ”根据 存在 唯一 性 定理 3,1y 对 于 方程 (2.1)， 下 列 两 个 
着 值 问题 。 
. 他 + POY + gr = 0, 他 + PCY + CTY = 0, 
yr) =, yr =0 yxi)=0 zo)=1 
分 别 存 在 了 瞧 一 解 gi5z) 和 bz)。， 因 为 
WIyi y= We)e JP dr ea 
所 以 解 y1Cz) 与 y,(z) 线 性 无 美 。 从 而 它们 是 方程 G2,1) 的 一 个 基 
本 解 组 。 | 
-人情 5 已 知 y, (7) 蚌 方程 C2.1) 的 一 个 非 平凡 解 ， 试 求 另 一 个 
线性 无 关 解 。 
解 ” 由 刘 维 尔 公 式 ， 


Wry,, #21= | Wr, ye en ， 


设 环 (ro)= 1， 了 是 有 到 一 个 关于 ye 的 阶级 刘 扩 分 方 


r_ Hi 1 —[3 prydr 
一 -上 一 一 此 里 
EB yi 2 yl} 


容易 求 得 它 的 一 个 特 解 为 


_ -isprtadr df 
Hz mle ~ DCs 


显然 fastz) 是 方程 (2. T 的 一 个 解 ， HWY ,VI*0. ye 
bi(2 线 性 无 尖 。 

3, 线 性 非 齐 次 方程 。 线 性 非 齐 次 方程 的 一 般 形 并 为 

时 AZ 


+pry + ory= (ry (2.7) 
这 里 pCz)，4(2) 和 fCz) 都 是 区 间 (2,5) 内 的 连续 函数 ， 其 中 fx) 
基 0。 与 非 齐 次 方程 (2.7) 对 应 的 线性 齐 次 方程 是 

y" + PY + ry = 0, 
它们 有 相同 的 系数 。 下 面 我 们 来 研究 非 齐 次 方程 (2 ,7》 ) 的 通 解 结 
构 ， 

定理 3.8 壤 V (7), H(z), 1， yz) 分 别 是 方程 
y+ POY + XIV = Fi) 
的 解 GG=1,2," ,KE)， 刚 VCXY = CW CT CoNaCT) + + + CCT) 
使 是 方程 
y+ ECTY + HARIY = Cf RI 4 Caf sr) + + OCLY 
{2,8) 
的 解 。 其 中 ec: ，e:，…， 2 是 任意 常数 。 
证 明 由 已 瞩 条 件 得 
Vit prYY + LI =f1C7), 
V+ POY + AR) = fC7), 


V+ PT FIFI = fr), 
以 上 Kk 个 每 式 分 别 悦 以 C1，c;:， 6a，"…，ci 再 相 加 得 
Coy +t coya tr + OM + DCICCD, + Co 
Ft CM) + CTICC YF Csds tr | Cd 

Of rT Caf om) t+ CofCT), 
即 . 
V+ DY + TN = of 2) +t oof RE) 二 十 OCT。 
所 羽 yCx) 一 cl C857) 二 十 Cop(2) 是 方程 (2. 的 解 。 
定理 3.8 称 为 线性 非 齐 次 方程 的 登 加 原理 。 下 此 可 直接 推 知 ， 
» F339 


非 齐 次 方 程 (2.7) 的 一 个 解 与 它 所 对 应 齐 次 方程 的 解 之 和 仍然 是 
非 齐 次 方程 42.7) 的 解 。 
定理 3.9 若 方 可 


3 +BCz387 + ry =D Cr) + iV Cry C2.9) 
中 ，PCx)，Cr)，UC2) 和 VCz) 都 是 实 阔 数 ， 而 有 YCx) =#Cx) 车 
了 nz) 是 方程 (2.9) 的 解 。 则 u(x)，u(x) 分 别 是 方程 
yw +p)y + qr = TU (Cz), 
y+ PR + qT = (cz) 
的 解 。 
证 明 因为 
[wr) tivCm)]* 二 BEECZE3 士 记 (e3JY 
+ TW) + vcs) 
Dr) +t V(r), 
于 是 有 
Wr +p + qr Yn + icvur + pry + LY 
= 了 (Cx) +iV x) | 
根据 复数 的 基本 性 质 可 知 ;两 边 的 实 部 和 首部 必须 分 别 相等 ， 半 
PCrINe + gr U(x) ， 
by 十 Bro7 + nv= T(z)。 
定理 3.10 设 y kz) 是 非 齐 次 方程 (2.7) 的 一 个 特 解 ,oz) 和 
i Cx) 是 对 应 齐 次 方程 的 两 个 线性 无 关 的 解 。 则 
VE) = OE to A FY C2.10) 
是 方程 (2.7) 的 通 解 .其 中 ci，c 是 任意 常数 。 
站 4 二 


证 明 表 东 或 (2.10》 显 然 是 非 午 次 方程 (2.7). 的 解 。 设 y = 
qz) 是 方程 (2.7) 的 尾 一 解 ， 我 们 具 要 证 央 可 由 (2.10) 透 当选 取 
任意 常数 ci。、"5%，* 把 它 表 示 旦 来 即 可 。 

由 于 

外 "+ pap + qr)p = FCz)， 


HAD VY FAUT) VY = (2) 
两 起 相 减 ， 得 到 

Cp YI tp I + y)=0, 
这 说 明 p - 是 对 应 齐 次 方程 (2.1) 的 一 个 解 ， 从 而 必 存 在 常数 
ci，c2zs 使 

他 一 y = N+ tates 
即 

px) = CF) + onys Ce) + D C1) 
所 以 (2.10)》 式 是 方程 (2.7) 的 通 解 。 

从 C2.10) 式 可 以 羞 出 ,二 阶 线性 非 齐 次 方程 的 通 解 也 是 由 两 
部 分 组 成 ， 一 部 分 是 对 应 齐 次 方程 的 通 解 ， 另 一 部 分 是非 齐 次 方 
程 本 身 的 一 个 特 解 。 这 和 一 阶 强 性 非 齐 次 方 砍 的 通 解 结 的 完全 一 
样 。 如 果 对 应 齐 次 方程 的 通 解 已 知 ， 那 么 关键 就 是 要 求 出 非 齐 次 
方程 的 一 个 蛙 解 。 

例 6 求 方程 

yr 二 烤 二 5 
的 通 解 ， 
解 ”已 知 对 应 齐 次 方程 多 + =0 的 通 解 为 


BORD = ,C0 + € MN, 


容易 看 出 = 5z 是 它 的 一 个 特 解 。 因 让 ， 它 的 通 解 为 
CE) 一 如 cos + CSins 十 与 全 。 
,常数 谈 易 法 .对 于 线性 非 齐 次 方程 
y+ PT + ry = fx), 
当 我 们 已 经 求 田 它 的 对 应 齐 次 方程 
”+A + 2 = 0 
的 通 解 之 后 ， 邵 何 去 求 它 的 一 个 特 解 噶 ? 如 同 讨论 一 阶 钱 性 非 齐 
次 方程 的 解法 一 样 ， 这 里 也 可 采用 常数 变易 法 、 
设 y (Cz)， VD 是 对 应 者 次 方程 的 一 个 基本 解 组 ， 于 是 (2.1) 
的 通 解 可 写 为 
HH=CHL tiess . 
其 中 ce,、c: 是 任意 常数 ,为 了 求 得 (2.7) 的 一 个 特 解 ,我 们 把 01、 
2 看 作 是 自 变 量 z 的 待定 函数 ， 要 定 出 这 两 个 新 的 未 知 冰 数 , 显 然 
需要 商 个 方程 ， 其 中 一 个 自然 是 方程 (2.7)， 而 要 得 到 另 一 个 方 
程 ， 我 们 可 使 函数 
8=ctCzD te ys {2.11) 
的 一 i | | 
| =01Ce)yt + em tot Cm)y, + (Cry 
fi c; 为 常数 时 的 形状 ; 因此 令 ， 

-cf Cpt ottr ys =0 : C212 
从 而 有 
B= CW Tt err! 

这 里 (2,12) 就 是 我 们 所 要 的 第 二 个 方程 。 

对 xy 再 求 导 一 次 ， 得 
， .i .3 * 
一 之 eV + 之 cf 


eres 


然后 将 护 多 和 护 代 入 方程 (3.7》 


olny+ Bellryy! +pr) DB crCry! 


i=l 1=1 tml 


+ q(x) > clr)y; = (7) 


， 
SemILyY + PEN FOTWI+ SefCry! = Cr), 
de . 


因为 J (i=1,2) 是 (3.1) 的 解 ， 于 是 得 到 
CIIy Te2KCZ)D2 = FT) (2.18) 
这 样 一 来 ， 由 (2,12) 与 (2,13) 联 合成 关于 c4Cx)，c2《2) 的 一 个 线 
性 非 齐 次 代数 方程 组 ， 
{ 1 + eAr) Ys =0, 
CPI + OIC Y! = fFY 
它 的 系数 行列 式 就 是 基本 解 组 bi 9 ,的 病 斯 基 行 列 式 ， 所 以 有 


Wir) = 


(2.14) 


Hl Va | 请 
故 可 由 (3.14) 解 击 


of = c ‘(0 = 


积分 ， 到 任意 常数 为 零 ( 只 策 一 个 特 解 )， 则 得 


OfT) = -人 六 人 Ts © =| ipa) ed 和 T。 


从 市 求 各 非 齐 次 方程 42.7) 的 一 个 特 解 为 


Dy 0) J 于 ec 


s 天 是 


上 BCTDU CR) — COW TY 
人 WC fdr, 


例 7 求 方程 


y+y = 


COSE 
的 一 个 特 解 。 
解 ”由 于 对 应 齐 次 方 释 的 通 解 为 
y= C1COST + CoSinr, 
于 是 有 
y= .rosr + Cx) Sinz, 
相应 于 (2.14) 的 方程 组 为 
Cier)cosr + er Cx)sine = 0, 
二 otr)sing te! Cn) cosz = a 
从 而 有 
sinx 


cz 一 QOS 人 


用 egdzym1s 


积分 得 
CIKzJ 一 1|ecosz| ctr) = 1, 
所 以 求 得 原 方 程 的 一 个 特 解 为 
VEE} = cosrln| cosz| + msinz。 
例 8 求 方程 
TU 一 入 一 中 
的 通 解 ， 
解 ” 先 把 方程 化 为 


1 
yy 二 二 


办 后 求 其 对 应 弃 次 方程 ?于 v’ 一 0 的 通 解 。 对 上 一 二 积分 得 


= 78 .9 


8 = ed 从 而 通 解 可 写成 


T2 
ye tes 


即 字 和 1 为 其 基本 解 组 。 
为 了 求 出 原 方程 的 一 个 特 解 ， 改 写 上 式 为 


y=e1(DT+ C(x), 
其 中 c1《z)、cs (2) 由 方程 组 
和 5 十 CCD 一 人 


Cir)r+0=2 


确定 。 求 得 
ecigzy =1, Ci(7) = 
of(z) = 等，0(s) 一 - 生 ， 
故 特 解 为 
人 x rx? 
¥ (CT) 一 一 -一 3 
所 以 原 方 程 的 通 解 为 


一 — 3 
VC 一 ci + cc 十 本。 


5， 线 性 方程 组 。 我 们 考 左 形 如 


Ha CY + ose) + fi2) 
(2.15) 


2 Gor TO z+ fr) 


的 一 阶 绕 性 裤 分 方程 级。 这 里 由 、z 是 未 知 通 数 ， 而 ayifz)， 
7 ， 


fz) (i=1，2) 是 已 知 的 ， 它 们 在 区 间 ka， 的 内 连 鳞 可 微 。 尖 
于 方程 绀 〈2,15)》 的 讨论 ， 分 以 下 两 种 情况 ， 
车 sisfz 和 asi(z) 均 不 为 零 时 ， 可 用 消去 一 人 未 知 函数 的 方 
法 将 方程 组 〈2.15)》 化 成 一 个 二 阶 线性 方程 。 事 实 了 上， 对 (3.157 
的 第 一 个 方程 求 导 ， 得 
Y= oT + ear) taf TY + ots Ce)z tf!) 
C2.16) 
现在 我 们 就 可 从 方程 (2.16) 及 (2.15) 的 两 个 方程 中 消 夫 = 和 
2! 而 得 到 所 适合 的 二 阶 方程 。 为 此 先 由 2,15〉 的 第 一 个 方程 
得 | 
z= Ly oy i, 


再 将 z 代入 人 2.15)》 的 第 二 个 方程 得 


an 12dri1 一 并 10220 _ S21 
yt + 1 1 t af + 
Gls le.. | 


热 后 将 = 和 z7 伐 入 方程 (2. 16?， 即 等 


UR CHE Sa)y’ + (os a1s0rs ~ abs + 


ey feet ep stah, 2.17) 
Gls 14 . 、 


、 Ge . 
却 困 记 P(x) = ~ (a 1+ Gus 2), ITTY = 4108 3 E2021 一 Gil 
1 2 
+ 
Or 
成 


ffir ef esf 2 则 2.17) 就 可 写 


+pErYyy’ ,gay fr). 

这 是 我 们 在 前 面 已 经 讨论 过 的 一 防线 仁 方 程 。 

- 著 ciskCe、agifKz) 中 至 少 有 一 全 枉 为 零 。 这 上 时 方程 (2.15》 
中 10 本 


的 积分 问题 就 等 于 分 别 积分 两 个 一 阶 线 性 狼 分 方程 . 恬 如 ， 没 
aiaC23) 三 9， 则 (2.15》 的 第 一 个 方程 就 是 关 末 未 知 函 煞 y 的 一 阶 
线性 方程 :将 解 骨 的 代入 第 二 个 方程 ， 即 得 关于 未 知 国 数 > 的 
一 阶 线 性 方程 ， 

由 此 可 知 ， 二 上 阶 线性 微分 方程 的 理论 对 于 绑 性 拆 分 方程 组 
《2.15)》 完全 适用 。 

酌 9 化 一 阶 方程 组 


也 = ~ 2 一 3 
售 --ws 
为 二 阶 方 程 。 


解 ”对 方程 组 的 第 一 个 方程 求 导 ， 得 
办 一 一 2 一 327， 
再 直方 程 组 得 玫 
”219 
代入 上 我 得 
HA ~ BBy = 0 


$3 常 系数 线性 齐 次 方程 


前 一 节 前 讨论 告诉 我 们 ,对 于 二 阶 线 性 齐 次 方程 葛 求 解 问 题 ， 

可 归 煞 闫 寻 找 它 的 两 个 (线性 无 关 )- 或 一 个 特 解 。 但 弟 ， 路 了 一 

些 特 殊 类 型 的 方程 外 ， 对 于 一 般 的 二 阶 线性 济 次 方 种 赴 是 一 个 风 

题 。 它 不 象 一 防线 性 方程 那样 总 可 化 为 求 积 的 形式 。 这 一 池 我 们 

仅 对 常 妹 狼 和 可 化 为 常 系数 的 线性 齐 次 方程 的 求 拥 问 : 题 作 些 讨 
sg 。 


1. 涡 系数 后 性 渴 次 方针 ” 它 的 -一 般 形 状 为 。 

ON" + Gy TD (3.1) 
其 中 系数 3 三 0。4、58、，c 痢 是 常数 。 我 们 研究 将 如 何 求 出 (3.1) 
的 通 解 。 

求解 方程 (3.1) 的 问题 ， 实 质 上 是 要 找 一 个 函数 ， 使 得 这 个 
函数 和 它 的 一 、 二 阶 导 萎 数 是 线性 相关 的 。 数 学 分 析 告 诉 我 们 ， 
指数 通 数 e* 是 具备 这 个 特 狂 的 。 因 此 ， 设 方程 (3.1》 有 形式 为 

ye (3.2) 
的 特 解 ， 其 中 r 是 待定 常 数 。 由 于 Jy =fte™w， 坟 =r*e*， 我 们 把 
《3.2) 代入 方程 (3.,1)， 得 

《ar +brtce)e™= 0, 
而 se“ 一 0， 所 以 有 

Qt#r2 十 有 re 一个。 C3.3) 
这 是 一 个 以 为 未 知 数 的 一 元 二 次 代数 方程 ， 不 难看 出， 只 要 + 
是 (3.3) 的 根 ， 则 e"* 就 一 定 是 方程 (3.1》 的 解 。 我 们 称 (43.37 为 
方程 (3.1)》 的 特征 方程 ， 而 称 它 的 根 为 方程 (3.1 的 特征 根 。 这 
样 一 来 ， 求 微分 方程 (3.1 解 的 问题 ， 就 妆 结 为 求 特征 方程 (3.3》 
根 的 问题 。、 而 (3.3) 的 根 可 写成 
tvVbrd pm-o-vVb -da 

20 必 立 

辐 为 凑 别 式 b* ~ 4ac 有 三 种 可 能 的 情形 ,现在 分 别 讨论 始 下 ， 

i 0 一 4ac>0 此 时 "1，*s 是 (3.3) 的 于 个 不 峡 实 粮 ，。 由 
《3 .2) 得 到 方程 (3.1)7 的 两 个 特 解 为 

er 
由 于 关 关上， 故 世 和 妨 线 性 无 关 。 困 此， 方程 (3 , 世 的 通 角 为 


Y=0.8 Oo, 


ri 二 


‘ R29 


其 中 cl，ecz 是 任意 常数 。 
例 1 求 玫 +207 -3 一 0 的 通 解 。 
解 ” 它 芍 畦 狂 方 程 
r2+2r—3=0 
有 有 催 个 相 异 的 实 根 r1 = 1 和 ra = 一 4。 因此 ， 得 到 两 个 线性 元 关 解 
Vi 二 Ha 王 e 4。 从 而 通 解 为 


HW=e1e +t Ce Sr 
iD 6: 一 4ac =0。 此 时 +1 =r; = 一 也 , 即 特征 根 是 重 根 ， 从 而 
只 能 得 到 一 个 特 解 。 


Ja 
的 了 找 思 方程 (3.1》 的 另 一 个 与 : 线性 无 关 的 解 ， 我 们 利用 8 2 
花山 的 如 维尔 公式 
Hs Hi 
ys yt 
这 里 取 zr 0， 玉 (zo)=1， 于 是 有 


Wir)e™ 2, per 


一 [Ero 
» 


HE 
再 以 好 除 上 式 的 两 端 ， 得 到 


ys “一 工 。 form 
yy i ” 


两 边 从 0 到 积分 ， 因 BCz) = 了 二， 故 有 


和 8 . 


从 而 得 到 
Ho 一 了 2 一 了 ET - 
显 热 ，g1 = e 和 Js 一 Xen .是 两 个 线性 无 关 解 。 所 以 通 解 为 
y= 6+ Come'”, 
其 中 ce - c: 是 任意 常数 。 
例 2 求 方程 J* -2y/ +y=0 的 通 解 。 
解 ” 它 的 特征 方程 为 
| r2—2r+1=0, 
,一 rs 一 1 是 重 根 ， 因 此 e。，xe* 是 它 的 一 个 基本 解 组 ， 从 而 通 解 
为 . . 
V=0.e + CTer, 
iiiy 6? -49060。 此 时 7 ;和 7, 明 一 对 共 蜀 复 根 ， 记 


ri 一 让 十 认 ， ra 一 全 -10， 
其 中 = - 定 ， Ba = 00, 从 而 得 到 方程 (3.1 的 两 个 复 什 
解 。 


Vi=e + ts, Ys = 
为 了 得 到 两 个 线性 无 关 的 实 下 和解 ， 我 们 利用 尤 拉 公 式 ， 则 
Hee' 8°" (C08 + isinBr), 


Us =e**g Il: =e"(cospr — isinBr), 


根据 定理 3 ,9， 推 得 
Y= 由 + Ls or scosBz, 


Ve 0 singe. 


岂 是 方程 (3.1》 的 解 ， 而 生 是 两 个 实 信和 解 ， 由 于 
*» B49 


WIy1, yz] -| Vs [Berrae0, 
#1 四 ， 
所 以 六 种 恋 是 两 个 线性 无 关 解 。 因 此 通 解 为 
y=e" "(eco8Br + oasinBe), 
其 中 c1，5; 是 任意 常数 ， 
例 3 求 几 + 娄 7+57= 0 的 通 解 。 
和 解 ” 它 的 特征 方程 为 
2 十 dr 二 5 一 0 


求 得 一 对 共 丹 复 根 r, = - 2+ mm 一 一 2 一 如 这 时 a= -2,8=1， 


于 是 得 到 原 方程 的 两 个 实 值 解 为 
人 一 eascosT， 态 =erszrsihzy 
从 而 通 解 为 


一 ez2fcicosz + Cnsihy)。 
2。 可 化 为 常 聚 莹 的 方程 、 对 于 变 系数 的 二 ' 阶 息 性 讲 次 方程， 
一 般 曾 言 没有 统一 的 解法， 但 对 一 些 特殊 的 变 系数 秀 程 ， 即 通过 
变量 民 换 可 化 为 常 系数 的 方程 ， 还 是 可 以 求解 的 。 如 龙 拉 方程 ;. 
ory + bry + cy = 0 C3.4) 
可 用 自 变 量变 换 2 二 pC) 将 它 化 为 常 系 教 的 线性 齐 次 方程 。 
吉 实 上 ， 设 z= 0t)， 列 有 dz= 下 人 tadf。 因 为 
dy _dydi_ 1 dy 
dr didz pretydt’ 


dy 1 dy pe) dy 


dz’ LOT a Loiretd dt" 
代入 方程 (3 ,4)， 得 


vp ydy, + (68 -~ a +9” vdy 


di + y= 0。 


直 共生 


令 闻 = 1， 于 是 由 -= 1 推 得 z=e'， 从 而 有 


9 9” 


因此 。 通过 自 变量 变换 *= e '， 方 程 (3.4) 就 可 变 成 


dad? 可 
d+ D+ (3.5) 


而 全.5) 是 常 系数 方程 。 
例 4 求 方 各 3m 上 F277 + +y=0 的 通 解 。 
和 解 ” 上 让 于 此 方程 是 尤 拉 方程 ， 澡 可 通过 Xx=e' 将 它 迹 换 为 


dey ody 
2 + 3 +y=0 


这 是 个 常 系数 方程 ， 可 求 注 两 个 线性 无 关 解 为 J =e 和 和 
ys =e 1'， 从 而 得 到 原 方程 的 一 个 基本 入 组 为 


1 1 
fa i 


所 以 明和 解 为 ~ 
y=0t+ co 


除 尤 拉 方 程 外 ， 还 有 一 些 变 系 数 方程 亦 可 化 为 常 系数 方程 。 
为 此 先 引进 如 下 概念 。 
我 们 称 形 如 


(Pz) dy +QTY=0 (3.6) 


的 二 阶 线 性 章 次 方程 为 自 共 堪 方程 。 
对 于 二 阶 线性 齐 次 方程 
昌 基 阁 提 


Pox) + RY 十 了 2 人 3 一 站 
Cpolr) rd, BCZTECCID 7 《3.77 
上 我 们 总 可 将 它 化 为 自 莫 思 方 程 。 
ds 得 
事实 上 ， 销 (3.7) 羔 以 下 递 数 。 ， 


2 可 "yy 


poCx)el ge tp (rye 


+ ptryel "y= 0, 
令 [= 上 时] 下 二 上 了 
P(r}y=ptrI)e 3 人 7 一 六 CE ? ， 
3.8) 


于 是 有 P'x) =p,(r)ej* 下- 人， 这 样 (3.7) 就 化 为 
d dy 
FP) +A =0. 


其 中 P(x ,007) 由 (3.8) 确 定 . 
对 于 自 共 轿 方 程 ， 我 们 有 


定 班 3,11 方程 (3.6) 能 化 成 常 系数 方程 的 充 要 条 忻 是 
1 4d 
.ToT dz 
证 明 人 先 证 必 机 性 。 因 为 常 系数 方程 
ag + By +cy=0 (09>0) 
可 化 为 自 犯 方程 ， 这 里 


P(x)=ae 上 aes Q(x) = ce 。 


(PJQ| =kCconst), | 《3.9) 


于 是 
Br PI DI cr eonst 


s 7 = 


所 以 (3 .9)? 成 立 。 
赫 证 亮 分 性 。 不 内 一 般 性 可 设 @Cz)?>0， 作 变换 z= 多 人 ,于 
是 方程 (3.6) 变 为 


dy Pr _Po” 
P() T+ Fr’ To YOv= 0, 


成 写成 


Py 1 vd? P* dy 
5 (起 ) Ft Ger- Ger i +y=0. G3.10) 


Pp 2 
g(a7) =1 推 得 


PA  ，Pro-Pov 
p= og pe! = 一 了 


207 * 
而 Pp: 了 7 po” PiQ- PO 
QR PO Qo 200507175 
于 是 只 要 
PP _ Por” PF’ _QP’-Po 1d POJ” 
Pp QP CPO}’’ 。 20CPQYt’’ 他 四 
一 捷 ， 
方程 (3.6》 就 可 化 为 
Gt y= 《3.11) 


即 在 条 件 3.9) 成 立时 ，(3.10)》 为 常 系数 方程。 
散 果 CQ<0， 风 可 念 agz) = -Drz)>>0， 这 时 C3， 6) 可 写 为 


(PCz) dU) atsyy = 9， {3. 6) 
而 (3,11) 相 应 地 谈 为 
+ y= 0 C3.11)7 


例 证 明 方程 
[| (1 过 zx 之 1，a 是 常数 ) 
骨 通 化 为 常 系 数 方 程 ， | 
证 明 首先 把 方程 化 为 自 共 轿 方 程 ， 因 为 


时 对 


I = J 故 以 -7 二 染 方 程 得 到 


i 
1— rH” i + ay=0 
或 写成 
(VI) + 
仿 P(xY= vw 1— x? # i ,由 于 


5 EPO t= 1 A ee 
着 个 癌 玫 ， 相 加 定 .11 知 ， 广 和 可 化 为 系 吉方 和 ， 旺 开拓 为 
SU y=0, 


现在 我 们 来 者 案 用 函数 代 换 将 方程 
Vt py + aTYY 0 (3.12) 
已 为 带 系 数 方程 的 途径 ， 为 此 作 纪 性 变换 ， 
| VT) = CT)z CT), 
这 里 a(x) 是 待定 通 数 ，z(x) 是 新 的 未 知 甬 数 。 由 于 
=0r)2" ta Cr)a, y=0Cr)2" 十 oa Cr) 
十 三 2 全) 
代入 (3.12?， 得 
[i 


+ B90» 


+atryatry z= 人 0 


或 者 
2a C0) (x) 二， 
2 中 re + p(x) je’ + + 全 各 十 所 了》 一 一 一 > 2 +acz)]z 
= 3.13) 
今 选 定 玉 zr)， 使 (3.13) 一 阶 导 数 项 的 系数 为 零 ， 有 即今 
2Q7 2 (x) 
“ay PT) = 0, 
从 而 
qx) = Teas , 
orz) __1 OT) Ts 
因为 55 一 于 以? x), Pre a4? Cry S77), 卫 以 
D+ PC) +a) = a — pa) — 2p Cr). 
于 且 通过 未 知 函 数 的 线性 变换 
ge (3.14) 


人 


27Y + Hr)? 一 


其 中 Kz?=a(c) 一 于 PICzD 一 了 pz)。 称 为 方程 (3.13) 的 不 变 束 。 


这 样 一 来 ， 如 果 方 程 《3.12) 的 不 变 式 KKz) 是 个 常数 ， 那 各 
就 可 由 变换 式 〈3.14 将 它 化 为 常 系数 线性 齐 次 方程 


例 6 Wi 


解 ” 这 里 p(x) = 二 ， 44x)=1，、 因 为 不 变 式 


器 国 和 二 


C2) = as) ~ Tp Cs) ~ SP’ (2)=1, 


所以 可 通过 瞄 性 变换 


1 
y=2e-#| tirrdr -一 
T 


将 方程 化 为 
22 二 2 一 0 
这 个 常 系数 方程 的 通 解 为 
Ze CO + C2 Sipr, 
从 而 求 得 原 方程 的 通 解 为 


COST sin 
y= tl 区 十 Ca 一 一 


$4 常 系数 线性 非 齐 次 方程 . 


二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 的 一 般 形 状 为 
ay” + ON’ + cy = (X) {4.1) 
其 中 a 二 0，o、6、c 都 是 实 常数 ,自由 项 /7) 是 不 恒 等 于 零 的 已 知 
应 数 ， 

我 们 旭 注 ， 方 程 (4.1) 的 通才 等 于 它 的 一 个 特 解 与 对 座 齐 次 
方程 通 解 的 和 ， 由 于 (4.1) 是 常 系数 方程 ,所 以 对 应 齐 次 方程 的 通 
解 已 经 求 出 ， 剩 下 的 工作 就 是 如 何 求 出 方程 (4.1) 的 一 个 特 解 。 

当然 ， 我 们 可 用 常数 变易 法 求 出 方程 (4.1) 的 特 解 ,因为 它 是 
从 理论 上 给 出 求 非 齐 次 方程 特 解 的 一 般 方法 。 但 是 其 计算 繁琐 ， 
”又 往往 会 遇 到 积分 上 的 困难 。 所 以 再 将 待定 系数 法 和 拉 普 拉 斯 
《Laplace) 变 换 法 介绍 给 大 家 。 

® 有 


1. 述 定 桑 数 法 。 当 自由 项 {f(x} 是 由 初等 函数 组 成 的 以 下 儿 种 
类 型 时 ， 采 用 篇 便 的 待定 系数 法 是 比较 有 效 的 。 
DD fr)=90 + or+t dr +t +O" 其 中 Ci=0,1 1》 
都 是 实 常数 。 这 时 方程 (4.1) 的 形状 为 
ay* + by’ +t ey=a0 +amt Ar t+ Cn {4.2) 
对 于 自由 项 基 多 项 式 的 情形 ,我们 可 以 试 求 形式 为 多 项 式 的 特 解 ， 
当 e 拓 0 时 ， 设 特 解 的 次 数 应 与 靖国 的 次 数 相同 。 即 令 


y =bo +bist hr t+ Br", | (4.3) 


这 里 Bt Ci= 0，1，-…，n) 是 待定 系 匆 。 将 (4.3) 代 入 方程 (4.2)， 
惨 使 等 式 成 立 ,必须 使 等 式 两 端的 同 次 者 的 系数 相等 ， 于 是 就 得 
到 一 个 以 6 C=0,1,* ,1M) 为 未 知 数 的 代数 方程 组 ， 


cb = ny 


| ra (4.4) 
Lg t+ hb + 2ab,=qo, 
由 (C4.4) 可 将 6 C=0，1，…，m) 叭 一 确定 ,从 而 由 (4.3) 得 到 所 
要 的 特 解 。 
当 c= 0 时， 刚 方 程 (4.2) 的 形状 为 
Bt” + by =00 + FT Or, (4.53 
对 方程 (4.5) 如 某 我 们 还 试 求 形 如 C4,9) 的 解 ， 将 它 要 入 (4.5) 后 ， 
就 会 由 现 等 式 的 在 端 是 一 个 加 -1 次 多 项 式 ， 而 右 靖 是 一 个 sm 次 多 
项 式 的 关 式 .要 使 等 式 前 左 端 仍然 是 一 个 m 次 多 项 式 ， 就 必须 设 


特 解 为 m+1 次 多 项 式 。 即 令 
Vy asho thrt + bre"y, 
然后 再 代入 《4.5), 重复 以 上 做 法 就 可 将 61 Ci=0，1，…,m) 全 部 
+ 


确定 出 来 。 
当 &8=c= 人 0 时 ， 则 方程 (4.2) 恋 为 


a = 00+ Orr ny (4.6) 
这 时 可 直接 积分 ， 得 
于 Ga ,1 + m 
一 (+ 全 2+ re) 


例 1 求 方程 yw” + 2y -3y=1+X* 的 一 个 特 解 。 
解 ” 因 为 c=3 丰 0， 改 设 特 解 形状 为 
y=b, tbir+ bx, 
其 中 中 ，5: 5 是 待定 系数 。 代 入 方程 得 
3 六 二 251 +202 二 《3 + 4d2)T+ O27 =1+2:, 
比较 同 次 罕 的 系数 ， 得 到 
3 :一 1 
je rs-o， 
3bo +20, +2bs=1; 


解 此 方程 组 ， 得 bs 二，b ,= ~ 于，bs = 于 从 而 求 得 特 解 为 


iiy FOr) =ertCg0 + or dn) ,其 中 ha 《DT 

m) 都 是 实 常数 。 这 时 方程 (4.1) 的 形状 为 

ap” + by + cy ea ort (4,7) 

对 于 方程 (4.7) 只 要 作 阔 数 代 换 

U=20*, 
论 可 化 为 i) 的 情形 。 因 为 y=e'"Ca/ +h2), 的 一 6 《2 十 227 二 
3 然后 将 刀 1， 世代 人 方程 (4.72， 得 到 

» 93 。 


Bz* + Co thY2r + Cahs + bh+ ee = tov+ 
村 人 《4.8) 
壕 仿 4 三 A，2a%+b 二 日 ，a%* bhT+C= CC， 这 时 方 往 (4.8) 就 属 
于 区 中 的 (4.2) 类 型 ， 因 此， 我 们 有 
车 * 不 是 特征 方程 的 根 ( 即 二 们 ,这 时 方程 (4,7) 应 求 形状 为 


中 一 外 tbz+ + OT") 
的 竺 解 ? 
若 和 是 特征 方程 的 单 根 《 即 各 =0?， 这 时 方程 4 人 44 ,7 应 求 形状 
为 一 
中 =o"rbo th rt br") 
的 特 解 ， 
若是 特征 方程 的 重 根 ( 即 8B = C =0)， 这 时 方程 (4.7) 应 求 
形状 为 
y =e "ziCb, thrt + hr”) 
的 特 解 。 鞭 中 8， (t=0，i，"…，m) 是 待定 系数 . 
例 2 求 方程 ”一 2y/ -3y=e3"(1+2*) 的 一 个 特 解 ， 
解 ”因为 3 是 特征 方程 r* -- 2r~ 3= 0 的 单 根 ， 误 设 特 解 形状 
为 一 
y=e*rtb, 十 五 了 十 六 :2 7， 
其 中 bu，5:，b: 是 待定 系数 ， 将 它 代 入 方程 ， 利 用 等 式 (4.8) 得 
284， + 400 + C6bs + B80.)T+ 12027* =1 + xs 
比较 系数 ， 有 
12p, =1, 
foorr sb =0, 
25, + db, =1, 
求 得 5: 一 去 ，01 -= 一 站 ，b4 = 总， 从 而 得 到 通 解 为 


s D4 * 


了 esfrg_ 了 1 工 
区 一 3 16+ a) 


i fOry 一 er)cos8ar 或 gpPCT)sinpr， 其 中 POXY 一 au 十 
二 二 Go 是 fi 次 和 多项式，a、8、a =， 1，…， 2) 都 是 
实 常 数 。 这 时 方程 刀 .1) 欧 形状 可 写 为 


ab + by + cy=e" P(r)cospr (4.9)7 
或 

Ga +Bb7 + cy=e" Pr)singz : Cd.9)” 

利用 龙 拉 公式 可 得 

COSAr = Te! 十 er， sinBr= (ec 一 Be-it 路 ， 
因此 有 

fx)ae" :p(x)eosde =) (ec 二 tm) ), 
或 


jz 一 ep(z)Sin8y = TE (eetine Bl-th)s ). 


再 根据 叠加 原理 ， 对 右 端 的 每 -- 项 应 用 亡 的 方法 .这 里 应 说 明 
的 是 ,前 面 的 讨论 对 取 复 数 时 也 是 正确 的 。 下 面 区 (4,9) 为 例 ， 
即 对 方 各 


ay” + By" +ey= P(r)er is)m 


ay" + hyr + cy= Pr)e ts, 


分 别 求 出 特 解 5 和 y:， 然后 将 它们 相 加 便 得 到 方程 (4.9)' 的 特 解 


y 一 #) Fre 
.其 中 特 解 yY 和 ,的 设法 是 
Wi etitys tp, C(x), D2 = er 
式 中 Pi(rz) 和 P:(Cz) 是 次 数 与 PCoy 相 同 而 系数 待定 的 多 项 式 ， 当 
2 士 胡 不 是 特征 根 时 ，R= 0 当 6 士 是 特征 根 了 时 ,=1， 所 以 方 
程 (4.9)7 的 特 解 设法 应 为 
=e tisgp (Cr) + etl-it)s rtp, Cx) 
= EXP (Cre + Pr)e i’) 
=e" IACr eonBr t BrySinBr), 
这 里 k = 0 三 1， 取决 于 e 士 让 是 不 是 特征 根 而 定 ，ACz), BCz) 都 是 
系数 待定 的 次 数 与 P(x) 相 同 的 多 项 式 . 
必须 注意 ， 多 项 式 &(z), B(x) 都 是 实 系数 多 项 式 。 其 理由 是 
多 项 式 ? C7) 的 系数 与 多 项 式 P(<) 相 应 的 双 数 ， 只 有 确定 出 来 总 
一 定 是 共 轿 的 . 
还 有 页 一 般 的 情况 ， 即 
fm) =e" (PP(Z)c0382 + QCx)singe), 
其 中 PCz) 和 QCz) 是 多 项 式 ， 但 次 数 不 一 定 相同 ， 设 m 是 其 中 的 最 
高 次 数 ， 这 时 特 解 如 的 设法 是 ， 
即 果 8 士 唐 不 是 特征 方程 的 根 ， 那 么 就 应 当 求 形状 为 
y =e" CP (rcosBr + On xISinBrYy 
的 竺 和解， 训 困 sg 土 扩 是 特征 方程 的 根 ， 那 么 就 应 当 求 形状 为 
一 eszCPa(z)cosBr + QuCr)sinfr) | 
的 特 和 解 ， 其 中 Plz) 和 Qn(z) 都 是 系数 待定 的 m 次 多 项 式 。 
情 3 永 方 程 J”+ 杂 =c0s2z 的 一 个 特 解 。 
只 上 可 [3 


和 解 ” 因 为 土 2 是 特征 方程 的 根 ， 赦 设 特 解 为 
# =x(CACcOs2r+ Bsin2x), 


其 中 4、B 是 桂 定 系数 。 由 于 | 
VY =A 12Dre)cos2r+(B - AzIsIn2w, 7 
y=A(B ~- Ar)cosr — 4CA + Basingeg \ 


将 归 ，y '，y ?代入 方程 。 得 
4Beosr— 4ASin2r= C02r, 


比较 等 式 丙 边 sin2x 和 cos27 前 面 的 系数 ， 有 
4B= 1, 一 4 入 二 和 


解 出 A = 0， 日 = 十， 故 方程 的 特 解 为 
y= 于 sin2x。 


例 4 求 方程 好 - 227 + 上 yw xeosr + 25Inx 的 通 解 。 
解 ”首先 求 出 对 应 齐 次 方程 的 通 解 为 
# ao, ter)er, 


其 次 再 求 方程 本 身 的 一 个 特 解 , 因为 土 :不 是 特征 方程 的 根 ， 
所 以 应 求 形状 为 


Y =A0+A Xeosr + (Bo + Brysine 
的 特 解 ， 基 中信,，41，B。，B1 是 待定 系 狼 。 帅 于 
y=(B,r+A, + Bo ycosx— CAIZB, + AosSine, 
Y=C-Alr+2B, -Ao — (Br+24)+Bo)sine, 
将 妇 ，# !，5 "代入 方程 ， 得 
-jr * 


2(— BT-Al+B, -By)cosr+2cAr—A-B 

+ A Sins = Tc0sr + 2Mne. 
机 此 等 式 成 立 ， 必 须 使 妖 式 两 边 sinr 和 cosz 前 面 的 系数 分 别 相 舌 ， 
至 比较 系数 ， 得 

f 一 2 号:=1， 

| 一 站 :T+B,-B,=0，, 

1241=0, 

(A.-B,+A,=1, 


解 得 41 一 0，A。= 沪 ， 昌 1= ~ 二 ， 怠 。= 二。 故 方程 的 特 解 为 


yy = 到 cosz 一 Cl + YSinw, 


所 以 原 方 程 的 通 解 为 
y= Cc terme 到 cosz 一 到 1 + 2XYsine, 


2. 拉 普 拉 斯 变换 。 拉 普 拉 斯 变换 是 广义 形式 的 积分 变换 ， 它 
则 数学 中 其 它 送 算 一 样 ， 黄 共 局 的 转 点 都 是 作用 于 一 些 函 数 硬 得 
出 另 一 些 函 数 . 由 于 这 个 方 据 在 工程 控制 理论 、 电 路 分 析 和 其 它 
技术 领域 中 有 广泛 的 庶 用 ， 困 此 深 受 闪 事 实际 工作 的 网 志 欢 迎 ， 
基 圣 荐 罩 所 限 ， 我 们 将 着 重 介绍 拉 普 拉 斯 变换 在 求解 党 系 臻 组 性 
方程 中 的 应 用 ,此 法 的 优点 ,除了 把 微分 方程 转化 为 代数 方程 外 ， 
对 求解 微分 方程 的 始 值 问题 也 要 比 其 它 的 方法 快 得 多 ， 因 为 它 能 
把 初始 条 件 一 起 考 碟 在 内 ， 不 象 通常 作法 那样 ， 先 求 通 解 再 束 特 
解 。 下 面 我 们 给 出 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 ， 

定义 3 ”对 于 在 区 间 [0，<s] 上 有 定义 的 国 数 疙 =7， 如 果 无 穷 
积分 


FCs) -| eye)dz C4.10) 
二 


收 伍 ， 则 称 函 数 FCs) 为 厌 z 的 拉 巷 拉 斯 变换 ， 简 称 拉 于 变换 通 
常 把 它 记 为 


ZLfCx] = PCs) C4.11) 
我 们 用 记号 

2 EFCSY] = f(x) (4.12) 

表示 (4.11) 的 逆 变 换 。 在 科 氏 变换 中 ， 参 变量 :一 般 为 秘 燥 , 但 


在 本 教程 中 只 限于 它 为 实数 就 足够 用 了 .。 
通过 直 欣 计算， 下 面 凡 个 通 数 的 拉 氏 变换 是 容易 得 出 的 
《1) Fo 一 2， 2 为 常数 。 


rc] -| eredz- 2 C3>0); 


C2) f(T) =e 9 为 常数 。 


[ees] -| cei cardz= -上 工 (Sa 


(C3) fr}=2?. 
om TE 加 2 3 
[Lx] -| 要 一 3 Tidr 一 二 | 十 z| eror 
0 至 的 


Cs> 0)3 
4) fr)=sinor, 0>0, 
LSinwz] = Fe- :sin@wvdx 
在 


时 不 
SOY ss | + 全 
有 可 


| ei ODTAr 
9 


3 而 到 本 站 
~ {- CORDE -,» )| — -| e-'*sinozrdz 
S 号 0 8 Jy ~ 


全 本 3 。 
3 3 Lsinewx] 


由 此 可 以 推出 


Ee 
[sinme] = rT 


(50) 


(5) f(z)=eos0r, 0>0, 


[oosoxz] = LSinwz] 


Ts {5>>0), 

对 于 函数 /C(x)， 可 保证 拉 攻 变换 宅 [fA(sz)] 存 在 ， 一 般 说 来 是 
要 附加 条 件 的 。 艾 如 ， 我 们 总 假定 fr) 为 指数 级 函数 . 就 是 说 在 
在 车 这 祥 的 常数 e>0，M>>0， 人 使 得 不 等 式 

ER 之 Me 《4 ,13) 
当 x* 关 c(e>0) 时 成 立 。 这 样 在 满足 不 等 式 (4.13) 的 前 提 下 ， 即 便 
Ce) 变 为 无 穷 大 ( 当 z-”so 时 )* 它 的 递增 程度 还 是 慢 于 某 个 指数 术 
数 的 常数 们 。 

容易 看 出 ， 上 面 儿 个 例子 都 是 指数 级 函数 ， 而且 尾 何 月 界 函 
数 也 都 是 指数 级 的 。 另 一 方面 ， 函数 e* 就 不 具有 指数 级 。 关 于 指 
数 级 前 数 ， 它 们 的 拉 氏 变换 是 存在 的 . 

定理 3,12 设 函 数 /(x) 在 [0，ooJ 上 分 段 连 急 且 其 有 指数 级 ， 
划 它 的 拉 氏 变 锦 当 s> 0 时 在 在 。 

证 明 ”我们 只 权证 明 无 穷 积 分 


人 e sftw) dr 
* To00s 


当 (s> 时 是 收 敏 的 ， 为 此 ， 有 
二 ez | ， erdz+| er fryde, 
由 于 f(z) 分 自 连 续 ， 故 右 端 第 一 项 积分 存在 ， 关 于 第 二 项 ， 利 表 
不 等 式 (4.13)， 推 得 . 
efCzyde|<| |e f(r)! esufeesm 
当 s>a 时 ， 积 分 
全 
小 黎 ， 有 从 而 和 无穷 可 分 
|e'sfer)ae 


是 收敛 的 ， 故 定理 得 到 证 明 ， 
需要 推出 的 是 ， 拉 氏 变 换 是 线 福 的 . 就 是 说 ， 两 个 函数 的 性 
一 线性 组 合 的 拉 基 变换 等 于 其 各 自 拉 氏 变换 的 同一 线性 组 合 。 事 
实 上 ， 由 定义 3 可 直接 挫 出 | 
Laf (re) + Rg) =as Lf (rt BFL (4,14) 
其 中 e，8B 是 任意 常数 . 
定理 3.13 ” 设 函 数 Fz)y 在 F0，co] 上 的 拉 氏 变换 存在 ,并 且 导 
函数 /' (zc 是 分 响 连 续 的 ， 则 当 s*>>c 时 ， 有 - 
PLR =sPEF 1 - {0 C4.15) 
证明. 考 碟 无 穷 积分 
{ep (xydz, 
因为 fx) 是 分 段 连续 的 ， 故 由 分 部 积分 ， 得 
Fear=efee)|, +s| ea i 


* 10T* 


= ~ /0)+ | ee*f Cydz, 


已 知 f(x) 的 拉 民 变换 存在 ， 所 以 导 函 数 f Cx) 的 拉 氏 万 换 存在 ,从 
而 公式 (4.15) 成 立 。 
这 个 定理 在 适当 条 尾 下 可 以 推广 到 一 般 药 情形 。 邯 


PLFARY] =3" EAC) _ 之 00), 
t=1 
当 #= 2 时 ， 即 得 
LF Cr = fC) sf 0 — Ff 00), 
例 5 已 知 团 数 (x) 的 拉 氏 变换 为 FC(3), 求 函数 


9(z)= -Ctydt 的 拉 氏 变换 ， 


媚 ” 洽 为 p(x}=f(z)，pL0)=0， 这 里 对 Px) 应 用 公式 
《4.15)， 有 
Fp = EP) — OY, 
于 是 得 到 


FCsy = se[| /oar|. 


4[| fpdr|= D2. 


例 6 若 F(s) 是 函数 f(z) 的 拉 氏 变换 , 试 求 画 数 eftx) 的 拉 
上 氏 变 换 。 
解 ”因为 


{emerfydz = | ee-ofle)de, 
站 心 


而 当 s>>e 时 ， 有 
* O28 


(eee-orferyde =PF(s— 39), 


从 而 得 刘 
fieftr)l=F(s— 2), 
例 7 求 始 值 问题 
全 ~ 3 + 2 =e3*, 
vO) =0, gC0) =0 
的 解 . 
和 解 ”用 拉 氏 变换 作用 于 方程 的 两 边 
多 [3YL]7 + 2F y= 2 Le? 1, 
于 是 有 


sgt V0) -YC0) AsgEyI 0 + a9 CI 


代入 到 值 条 忻 ， 并 利用 部 分 分 式 ， 和 性 


1 -1 .1 
《Sm CS— 2)(5— 3 285~1) #8-—2 


1 

机 245 一 多 

再 用 拉 氏 道 变换 ， 得 到 
1 


= ee 
y 2 


LY = 十 


了 工 。sa 
2 


倪 8 求 冶 值 问题 
下 一 人 
HC0) 一 5， #0)=1 
的 解 。 
解 ”用 拉 氏 变 换 作用 于 方程 的 两 边 ， 
A A 
全 TDP* 


利用 前 面 的 公式 ， 得 到 
52 FEyI- sy ON ~ YO + LGCY1 = 0 


代入 初始 条 和 件 
-5s+1 53 
[Lyi= 一 + 
[y 82 二 吕 。 52 十 多 33 + 
再 用 拉 氏 道 变换 得 
一 一 1 本 "一 
YOO TT Si 
2 “ 
控 民 变 换 束 
。 
fxy es) . fiexy Fisy 
1 t 一生 
1 到 bb Te 
ce ! 2 
— | XSindo% -2 + 77 
1 52 一 全 2 
名 本 eos Ty! 
| 
n _ nl ! jn Wd 
* s+1 | A ts nti 
| 
gas 1 " Li, -1 
3 可 ~ NX Vs 
如 z Frisy 
Binomx er { HITYdT 
CoSmx - 了 Fs-o) 
! 1 s 
血 F(t} 
shax rr fecxy tr>0) | 下 四 
chwx i fix~ay {o>0) e-mapcs) 
si 人 Fa «Posyds 
ex SINar | i | Te JoFcsyds 
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通过 上 面 两 全 可 以 看 内， 拉 氏 变换 所 要 求 的 条 件 自然 具备 ， 
说 明了 用 拉 氏 变换 求解 微分 方程 的 合理 性 。 值 得 注意 的 是 ， 最 后 
机 得 出 解 来 还 需 用 拉 民 道 变换 ， 虽 然 这 只 是 个 查 玫 问题 但 仍 须 
指出 ， 拉 氏 闭 变换 是 唯一 的 。 并 且 利 用 这 一 铺 论 还 可 以 推出 ， 增 
氏 赣 变换 也 是 线性 的 ， 

关于 拉 红 道 变换 的 唯一 性 证 上 明 ， 需 要 用 到 复 变 函数 的 知识 ， 
有 兴趣 的 读者 可 参阅 赵 访 能 著 : “高 等 微 积分 ?第 十 党。 

为 了 便于 读 考 ， 现 招 常 用 的 拉 氏 变换 列表 (元 PR.104 表 )。 

3, 弹 赞 振 动 问题 。 设 弹 先 的 长 度 为 ,将 一 质量 为 m 的 物体 放 
置 在 弹 壮 上 ， 这 时 弹 赞 受到 了 压力 缩短 长 度 4,， 物 体 处 于 平衡 位 
置 OC 图 3 一 1)， 车 有 一 局 期 性 外 为 1(1) =mPsinet 沿 垂 直方 向 作 
用 在 物体 上 ,使 其 离开 平 脆 位 置 的 距离 为 1, ,这 时 物体 就 会 在 平 祷 
位 置 上 下 气动 。 我 们 来 研究 它 的 振动 规律 。 


图 3 一 1 
1 观 方 程 和 初始 条 件 。 选 取 平 衡 位 置 0 为 人 举 标 原点 ， 算 直 向 
下 的 方向 为 y 轴 正 向 。 很 明显 ,物体 在 未 受到 外 力作 用 峙 ,作用 于 
它 的 力 只 有 弹簧 本 身 的 重力 9 和 弹力 Pi 。 下 物体 受到 外 力作 用 时， 
由 于 上 下 振动 还 会 受到 向 围 介 质 的 阻力 R。 于 是 根据 生 顿 第 二 
动 定律 


ma=F, 


四 重症 全 全 


得 到 


m= f+QO+F, +R. 


下 面 我 们 分 别 定 出 R，F, 和 Q， 介 质 的 焉 力 ,一 般 与 运动 速 府 
成 正 婴 ， 其 方向 与 运动 方向 相 反 ， 固 而 有 


ky 
Re hie 


其 中 k>0 是 阻尼 系数 ， 根 据 虎 远 (Hoeoke) 定 律 有 
FI=~ kt, +Hy), . 
其 中 k, 半 0 是 弹性 系数 ， 叉 由 于 上,8,= 昌 。 于 是 得 到 方 稚 


dy dy 
mo = ~ kK,y~— ke 9 


或 写成 

2 dy +u2y = Psinot C4.16) 
其 中 忆 ~ 一 22， 了 =k?。 这 就 是 在 外 力作 用 下 强生 强 人 迫 振动 的 
微分 方程 。 | 


若 物 体 在 离开 平衡 位 置 到 +。 椒 的 甩 时 ， 将 外 力 取 消 (f(t) 
s0)， 就 得 玫 对 度 于 忆 .16)7 的 齐 次 方程 


as 
本 +26-98 +hzy=0, 4.17) 


这 时 称 方程 64. 197 为 弹 答 阻尼 振动 的 扒 分 方程. 
若 再 赂 去 介质 图 力 项 26_qy-， 这 量程 人 4.17? 变 为 


ty =0, C4.18) 


hi 


风 称 方程 (4.18) 为 弹 壬 自由 振动 的 微分 方程 。 
至 于 弹 扯 迫 动 的 初始 条 件 , 可 根据 弹 筑 扼 动 的 初 软 状态 得 出 ， 


d 
#| :6 = Lo, 二 =0 (4.19) 


14》 求解， 首先 考 嵌 自由 振动 ， 即 求 方程 (4.18) 的 解 。 由 于 
宅 是 常 系 歼 绕 性 齐 次 方程 ， 故 通 解 为 

Y=cic0sHt + Casinnt, 
车 令 克 = cf+c3， 从 耐 有 561 一 Asing，es =Acosp, 则 

y=ACSInNnpmeosut + coupsinnt ) 

=Asincpt + Pp), (Ca.207 
这 里 4 .9 是 任意 常数 ， 
很 明显 ，(4.20) 是 一 个 以 -5 为 周期 的 周期 函数 。 它 描述 了 

物体 的 周期 振动 ,或 称 简 谐振 动 (图 3 一 2)4 最 大 振幅 4 是 牺 体 的 最 


大 位 移 ,1 是 振动 药 圆 锋 率 ,9 是 初 相 角 。 
其 次 考虑 阻尼 振动 。 即 求 方 程 


+2by + uy=0 
的 解 ， 此 时 它 的 两 个 特征 根 为 
站 一 一 二 VE 
当 > 了 时， 六 与 是 两 个 不 相等 的 实 箭 ， 于 是 方程 (4.17) 的 
* TO7， 


通 解 为 

中 一 1eTf 十 好 er 
由 于 6>8>>0， 所 以 r,，rs 都 是 负数 。 因 此 ， 当 1->co 时 ， 解 y(f) 
0， 如 图 3 一 3， 它 表明 弹簧 振动 过 程 中 的 阻力 很 大 ， 当 4=4 时 ， 
二 是 重 根 ， 


图 3 一 3 图 3 一 4 

于 是 方程 L4.17) 的 通 和 解 为 

UV= (C01 +eat)e ™, 
这 时 弹簧 振动 的 情况 与 5>>A 淮 似 (图 3 一 47， 当 < 时 ， 1 与 ;是 
一 对 共 地 的 复 根 ， 于 是 方程 (4.17) 的 通 解 为 

y=e ste cosv pr ~ dit + cosinv pn ~ bt), 
即 

y= Ae "sin — hit +p), 
这 里 4 =VoltO，c, =Asiny,cs = Acosp, 由 于 报 幅 4e-* 随 着 
i 增 大 而 浅 小 ， 因 此 ， 当 1->oo 时 ， 解 其 条 一 0， 但 它 仿 是 以 

2 _ 

Ze 一 5 为 周期 的 周期 函数 ， 如 图 3 一 5 所 示 。 


景 后 考 碟 强 追 振动 ， 我 们 知道 ， 这 时 通 解 形式 为 
y=Y+ ys 
»108* 


其 中 YY 是 对 应 并 次 方程 的 通 解 ,2 是 非 齐 次 方程 自身 的 一 个 特 解 。 
下 面 分 两 种 情形 来 讨论 ， 对 于 无 介 弄 阻力 的 情形 ， 此 时 方程 
为 


辐 3 一 5 


y” + hy= Psinof。 C4.217 
对 应 齐 次 方程 的 通 解 已 求 帕 ， 是 
至 ti 一 册 SinfBr + yy 
利用 待定 系数 法 可 求 出 方程 44 .21> 的 一 个 特 解 是 


P ， 
y= a sinmt, 


于 是 方程 (4. 21) 的 通 解 为 


y= Asincyt + yp} + Sinet, 


这 是 两 个 不 同 频率 的 量 之 合成 ， 第 一 部 分 是 简 计 振动 第 二 部 分 . 
基 与 干 抄 外 力 骨 期 相同 的 简 谐 迫 动 ， 容 易 着 其 ， 当 外 力 的 频 六 呈 


趋 负 于 固有 频率 4 时 , 振 本 一 二 -7 将 四 向 于 无 穷 (图 3--6), 因 此 ， 


109+ 


甫 多 弛 也 趋向 于 无 穷 ， 这 种 现象 在 工程 上 称 为 共振 。 
对 了 守 有 介质 阻力 前 情形 ， 此 时 方程 为 
y+ 20y + hiy= Psinot, 


了 | 


| 
”利用 待定 系数 法 可 求 得 它 的 一 个 特 解 为 


P 


二 i 下 
(ny 十 dbomr? sin(wt + ¥) 


(4.22) 


其 中 9==aretg 一 了 28-， 而 对 应 卉 次 方程 的 通 解 已 来 出 ， 为 


CE" 时 + Cop’ 《五 > 上 9 
Ye) -leerte, Dee” =) 
Aersin( /TIBIt+p (ben. 


根据 上 面 的 讨论 可 条 ， 当 ! 通 增 时 ， 不 论 娜 种 情况 Y(t) 都 递减 ， 
因此 , 方程 (4,22) 的 通 解 y=Y 了 + 5 ,( 当 !->co 时 ) 所 代表 的 弹 赏 振 
动 主要 由 第 二 部 分 5 来 决定 。 租 从 J 的 宕 达 式 可 以 看 出 ， 它 是 与 


外 力 后 周期 的 简 谐 握 动 ， 其 振幅 是 
. P 


MT rr 


当 8 很 小 时 ， 若 m 越 接近 于 4。， 则 和 ;就 不 断 增 大 ， 就 是 说 在 和 介质 阻 
力 很 小 的 依 况 下 : 当 外 力 的 瑞 率 与 固有 频率 一 致 时 也 会 产生 共振 ， 


了 人。 


35 和 穴 级 数 解 


二 阶 线性 方程 的 求解 问题 ， 归 结 为 寻求 钱 性 齐 次 方程 
yy +plry + ry=0 {Bb.1) 
的 两 个 线性 无 关 特 解 ， 但 特 解 只 对 常 系数 或 可 化 为 常 系数 的 这 类 
特殊 方程 才 可 找到 。 对 于 稍微 复杂 的 铺 说 可 用 本 节 介 绍 的 短 级 匆 
”法 央求 特 解 。 千 级 数 解 法 是 一 个 强 有 力 的 工具 ， 它 在 解决 方程 
《5.1) 的 积分 之 同时 又 给 出 了 一 类 新 的 函数 ,这 些 函 数 常常 是 非 初 
等 的 ， 它 们 在 生产 实际 中 有 很 多 应 用 。 

1. 党 点 。 当 我 们 考 左 二 阶 线性 齐 次 方程 (5 .的 求解 问题 时 ， 
首先 要 腊 清 楚 它 的 解 在 一 点 ze 附近 药性 态 。 是 然 这 与 系数 pC*) 和 
gz 在 该 点 的 性 态 有 关 。 

1 一 个 函数 fx)， 如 果 在 点 zu 的 某 令 域内 能 展 成 泰勒 (Taylory 
级 数 ( 即 短 级 数 ) 


fr) 一 > 人 《由 一 To 


风 称 它 在 zx。 处 是 解析 的 。 这 里 a= -人 >-。 


对 于 方程 (5.1)， 如 果 它 的 系数 pCx) 及 qtx) 在 某 点 处 是 解析 
的 ， 划 称 该 点 为 方程 (5.1) 的 常 点 。 而 且 方 程 (5.1) 的 解 在 常 点 处 
也 是 解析 的 。 开 不 是 常 点 的 点 ， 就 囊 做 方程 全 .1) 的 奇 点 。 
下 面包 一 个 例子 来 说 明 午 级 数 解 法 确实 行 之 有 效 。 为 此 ， 考 
虑 方程 
到 -1 一 0 (5.2) 
这 里 Bo) =0， 引 xz}=1， 显 然 这 两 个 函数 在 +, = 处 是 解析 的 , 鼓 
"1t* 


我 们 可 求 形 如 

y= Yo (5.3) 
的 竹 级 数 解 。 对 (5.3) 求 导 ， 

y= Sno 1, "= Sn ox 2, 
蒂 将 yg，#*，W" 代 入 方程 (5.2)， 得 


me 


nn 1) ar? — > am 一 站 


自 一 多 单一 必 
即 

SIntiNnmt a -~ oem 一 

站 只 
再 使 同 次 短 系 数 等 于 零 ， 于 是 有 

e+ 1) nt 226s — 0 = 0, 《PR 一 站 ,1 23) 
从 而 得 狠 

PT HT 

fs 一 Cs 一 人 


可 见 对 n>>2 以 后 所 有 ao。 都 可 网 "是 阁 、 偶 数 的 不 同 而 分 别 由 a 
或 an 表示 。 这 样 将 求 出 的 cs = 2 .3 全 六 《5， 3) 式 ， 整理 后 得 


2 x4 re! 


; t 
y= ol + + -e+ =} 
x ba 
十 土 二- 一 二. 
,Cr 31 51 + >? 《5 ,4 


这 里 ae，@: 是 任意 常数 , 如 果 (5,4) 中 括号 内 的 两 个 函数 级 数 收 效 
se 了 了 过 


且 线 性 无 关 ， 那 么 (5. 全 就 是 方程 人 (5.2 的 通 解 。 为 了 便于 比较 ， 
莪 们 令 ae = t+，a =a 一 四 ， 于 是 65. 颁 谈 为 


一 zx, 一 村 | 
= 2 
y= G0tl1+2 21 了 1C1 ZI ) 


一 gog + dee . C8.5> 
不 难看 骨 ， 括 号 内 的 两 个 级 数 对 任何 x 都 是 收 伍 的 ， 旦 yi =。7， 
Vz=e *。 故 (5,5) 就 是 方程 (5.2) 的 真正 解 ， 即 
y= Geo EE + a 全 
由 于 56.2? 是 一 个 很 简单 的 方程 ,而 且 它 的 解 早 已 为 我 们 所 部 
茵 ， 所 以 这 种 巧合 也 是 我 们 期 望 的 。 但 对 一 般 的 系数 ， 妈 使 军 级 
激 解 收 人 航 ， 也 不 易 夏 出 它 所 收 就 的 函数 。 
例 1 求 始 值 问 题 
位 全 和 一人 
yO) =2,V (0 = 
在 zu 一 0 邻 域 的 者 级 数 解 。 
和 解 ” 这 里 P(7) =3xz，4(Cx) =3， 因 此 zu = 0 是 个 常 点 。 我 们 试 
求 形 如 


y= p> Ou" 
的 各 级 数 解 。 由 于 


= SA, = MR 0 2 


#=1i 司 一 是 


鞍 将 sy， 代入 方程 ,得 到 


SY nn—1)a,x + na rt3 Da, 2 一 0 


t= -1 | 


il}* 


Sfntri)nt2)ar tna, +39Jr" =0, 


D 


再 使 同 次 罪 的 系数 等 于 零 ， 于 是 得 到 


mil n+ oa +t Sn+1)a.=0 m=0,1,) 

或 
一 Sa 一 a 
(42 二 nia 四 _ Cn 0,1,.…) 


车 选取 ao，9 :为 任意 常数 ， 从 而 有 
3 au = 3 一 (一 1 -30n 


一 


好 3 一 


2 7 3 4 2 4 ” 
og. = 3 (一 1 3g ,, 
臣 一 和 年 
8 Ba 
代入 解 式 中 得 
可 _ 372 EE . 。 drs S25 
ze 人 1 3 2-d )+aifz 3 tH ) 
= Uy + dys 


一 S 一 £3 一 ~ _ * 3 :2rkl 到 上 二 
其 四 思 之 人 I2 2 4 ， Vz 之 1 “2k + 1 YT * 显 


玲 ，3 和 2 对 所 有 >z 都 收 伍 。 由 于 #60)=1 #1C0)= 0 
ga(0) 一 0，VsC0)=1。 记 以 六 斯 基 行 列 式 

《07 yat0) 
0 yiC0) 
从 而 y1(2)，yst2) 是 方程 的 一 个 基本 解 组 ， 这 样 一 来 ， 方 程 的 道 
解 就 可 写 为 . 

WTI a + dy CF), 
“i114* 


Weoy 三 1 短 0，, 


再 出 初 给 条件 以 07=2， 久 00 一 3， 求 出 de =2，9 ,= 3, 因此 
始 值 问题 的 解 为 
Ur) 22 + 3 CF) | 
这 个 例题 说 明 ， 在 一 般 情 况 下 宕 级 数 解法 是 可 行 的 . 
定理 3,14 设 z, 是 方程 (5.1) 的 常 点 ， 且 系数 BCz)，aCz) 都 
能 在 区 间 jx- ro| <RK>>0) 上 展 成 宕 级 数 ， 周 始 值 问 题 
从 +aCtzyy = 0, (5,1) 
yO = y'C0)=8 《5 .67 
在 1z- ro| <R 上 存在 上 唯一 的 级 数 解 


d= 了 GT 一 0 
r= 


(这 里 x 和 8 是 实 常 数 )。 
证 明 ”无 嫩 当 =。= 0, 于 是 p(z) 和 86Kz) 在 原点 的 某 邻 域内 可 展 
为 敌 级 数 


pC) = Fp,z" 和 和 ar) = 三 wo (5.79 
《5.7) 的 收 敦 区 间 沟 1 x | < 上 R、。 今 设 筑 级 数 解 为 
y= Tar (C5.8) 
= 


并 使 其 收 伍 半 径 不 小 于 R。 求 导 得 


y= 六 HG y= Sncn- 1 wr"?, 
二 = 和 


特 y v7 "代入 方程 (5.1)， 得 到 


Dnn- ior t+) nae-!+ 


ea 了 了 与。 


+ qx) ar" 一 0。 


及 一 办 


利用 壮 级 数 的 税法 规则 ， 得 岂 


Pp(2)Y’ = (Sp.1)(5 Cn +1)a, 0.17") 


一 瑟 [ 三 w- 19p, -8434 一 ! =", 


Cr)y = (San) (Bo) = Dy b> q -ta 


T= 


于 是 (5.9) 可 写 为 


> [Len+ 19tn + 2) era 二 > 《站 二 3B Gy + 


音 亚 自 二 = 


+ > 个 一人] 一 了 


t= 


由 此 得 到 关于 4 的 递 推 公式 ， 


ntl 2 t DD K+1 Pgsit 
下 到 自 


(5.9) 


+ Sd = 人 0 . 6.10) 


[ee 
到 # 一 0,1,2,… 时 ， 即 朋 
2aa 一 一 (Pogl 中 和 oGo]y 
2:303 = ~ {P91 + 2Po02 + dn + O00, ), 


3 404 = — Pd TF 2P192 + Spods t dd0 + 0 t+ G3), 


116* 


这 样 就 把 a*，ds，…… 用 6 及 ai 唯一 事 示 出 来 ,从 而 攻 级 数 (5 .8) 
就 由 (5.10) 完 全 确定 了 。 

现在 我 们 来 证 明 级 数 (5.8) 在 同一 区 间 |z|<R 上 收 化 。 由 于 
级 数 (5.7) 在 区 间 1z| 二 RR 上 收 人 证 ， 因 此 对 于 适合 + 之 RR 的 正 数 7, 当 
+ 二 ? 时 收 化 级 数 的 项 趋 于 零 ， 故 存在 一 个 常数 W>> 0， 使 得 不 等 
式 

lp |r" EM 和 lg lr" SM 

对 一 切 # 都 成立 ， 我 们 应 用 这 两 个 不 等 式 于 递 推 公式 (5.10)， 得 
到 


Cn t+ 1)Cn+ 2) aral < IktrD al 十 | 和 和 六 
= 

M < 上 

< DL) learl + loljr 
¥=b 


+ Mlag,+1 Ir, 


今 取 4。= 1ao1、4 ,一 1a11|， 并 且 定 义 和 4,45 当 mn 之 0 时 为 


Ct D+ A rs = SEK+IDAL :+ A 
+ MA rre ‘5.11) 
显然 ， 对 于 每 一 个 在 邦 有 | 
0<1o, | < A 
下 面 考察 级 数 
SF Anr (5.12) 
n=0 


的 收 敏 性 ， 由 (5.11) 知 
时 一生 
n+ DA = TE CRD AAs + MA 
Ek-0 


“17.= 


nn 一重 
(TDn4 TEE+DAm + A + MA 
上 一 全 
用 " 乘 以 第 一 式 再 利用 第 二 式 ， 得 
FREET124 - 闽 己 Lek+1YA + A t MAr? 


二 MCA 十 有 19? 
《在 nd MA Ft MA +rMonA, + A.1) 
-Tn nr Nar 于 AM] 和 
于 是 有 : 


Asri _ (Rn Mnr + Mr 
A rnCn + 1) 
现在 我 们 作 比 值 
| Ttl | -= 乞 如 
人 


当 np->co 时 ， 人 it 站 12) 当 |z1<r 时 收敛 。 


ti |zl, 


以 而 失 姑 级 数 (5.6) 当 Iz|<<f 时 收 化 ， 而 7 是 小 于 R 的 任 一 正 数 ， 
所 以 当 [x?] < 有时 级 粕 (5,8) 收 襄 。 
最 后 利用 初始 条 人 性 C5,6) ' 将 任意 常数 6。 和 0 唯一 确定 后 后 就 得 
到 始 值 问题 (5,1)，《65,6) 的 唯一 解 . | 
例 2， 在 点 z= 2 哇 近 ， 求 方程 
和 + 一 222897 一 7 一 2)8 =0 
的 到 解 。 
得 这 里 ze=2， 作 变换 != > -~ 2， 则 方程 变 为 
0 0 
对 此 方程 设 宕 级 数 解 为 
“Jige» 


yt) = > Ga 


将 它 代 入 方程 ， 得 


208y 十 六 [ent2) n+ Sarna 二 【Ri 一 了 了 全 =0, 


上 下 
从 而 得 到 递 推 公式 
aa 一 0， Cn to + Yas t+ 一 了)0 一 0。 
当 站 = 0, 1， … 时 ， 有 


q; = 0, Gs, i 
4 
5 
-~ _ 3- 36 
MT A 
于 是 得 到 形式 解 为 
了 4*7 
1 =a (lt+ ‘134 fit 
yD =0,( 253 2.3.5:6 ) 
6 3+6 
tf +t 1? 
ta ( + Bed6e7 ). 
=F0HL tt Os 
证 十 1 
显 热 11(1) = 1+E (— 1) 28 fa 是 收 化 的 ， 


B31 CBK— 7 CBE— 4)C3k— 1) 
yz(z) =1+ 了 1+ 训 下 是 个 多 项 式 ， 由 于 y1(0)=1， yiC0)=0 


Va =0，yi C0) =1。 推 得 WC0) =1 (0)， 所 以 凡人， yt) 
是 线性 无 关 的 。 从 而 得 到 通 解 为 
“tl9n 


UI) = a H(t) + a yt), 
对 于 康 方 程 来 说 ， 它 的 通 解 自然 是 
Yr) =a (rT 2 ta yr 2), 
勒 让 德 (Legendre) 方程 。 勤 让 德 方程 的 形状 为 
(TL-2 Oy 一 2 YY 二 TONY 一 个 (5.13) 
其 中 ?是 实 常 数 . 
现在 我 们 来 研究 方程 5.13》 的 求解 问题 ， 先 将 方程 (5 13》 
改写 成 


vv+1) 


Jt 1 y= 6.147 


显然 z= 0 是 勒 让 德 方程 的 一 个 常 点。 由 于 有 系数 


vv+1) 
工 一 了 2 


的 等 级 数 展 开 式 当 |*|<1 时 收 伍 ， 根 据 定 理 3.14， 在 区 间 |z|<1 
了 上 上 可 求 方 程 65.14) 的 需 级 数 解 。 设 解 的 形式 为 


= 六 Tar", 
”为 了 便于 代入 方程 ， 先 将 方程 (5.13) 的 导数 项 计算 如 下 ， 


P(X) = Tr q(x) = 


pe 
— zt 


一 QU = > — Ban Tn, 


四 一 自 
= ~ Ct1) Cn Ba a 
生 m 到 由 
ry" ~ Cn 1)na,r™, 
= . 


然后 代入 (5.1， 得 
"120. 


[CUTTIDCRE+2)9ysTY 一 DCY 十 玫 二 100 一 中 


于 是 对 一 切 # 得 到 递 推 公式 


即 nr)enrtn)ors t+ CV— HCvV+rn+ ia,=0, 


(VHCvVtnt+) 
n+ lt2y 只 


当 #n= 0, 1, 2, … 装 ， 有 


_ vv+1) 


(5.15) 


Gn+2 二 一 


CCY 一 DCY 二 2 


Qs = 2 os 他 8 二 pe 1 
ai- ~ 人 -2 人 +3)a DYFEDY+Y,,, 


3"4 41 


_C-3J(+ 扫 -1 一 3)Cv+2)+ 人 
a45 3 51 19 


如 5 一 


将 求 得 的 系数 代入 所 没 的 解 中 ， 得 形式 解 为 


y=0 (1 Et DTDO+tD SG,...) 
21 全 
Cr~ 1}Cv + 2) 
+ a (x~ + 
4 DOI +4) 6 2) 
51 
= Gy Tt OY, C5,16) 


当 Y 不 是 整数 时 ，(5.16) 中 揪 呈 里边 的 两 个 震级 数 都 收敛 ， 
而 且 收 各 半径 及 =TI。 从 而 说 明 前 面 运 算 的 合 鼻 性 。 这 样 不 论 常数 
ao，31 取 什么 值 ,(5,16? 都 是 方程 (5.13) 的 真正 解 。 若 令 cu = 1， 
c= 省 则 得 
121* 


VV+1),s 十 。…。 
2 : 
著 信 cu = 0，2: =1， 册 得 


人 一 1 二 的 
31 “ 


#1=1-— 


Hy 三 


-有 最 然 ，y, 和 5 这 两 个 特 解 是 方程 (5.13) 的 一 个 基本 解 组 。 有 从 而 证 
得 (5.16) 是 方程 (5,13) 的 通 解 . 

我 们 把 (5.16) 所 定义 的 函 煞 称 为 勤 让 德 函 表 。 当 是非 负 加 
数 时 ， 两 个 线性 无 关 解 中 有 一 个 是 多 项 式 ， 而 另 一 个 仍 是 无 穷 级 
数 。 即 当 v= nm 时， 出 现 


(vnCv+int1) 
nt 1)trt+ 2) 


2 一 


dn = 0» 


从 而 有 
PE 
于 是 当 ? 是 偶数 时 芒 是 一 个 "次 多 项 式 ， 当 ?是 奇数 则 8 是 一 个 8 次 
多 项 式 。 我 们 称 这 个 多项式 为 勒 让 德 多 项 式 。 通 常 以 Pu(r) 记 之 。 
关于 昔 证 德 多 项 式 Pu(z)， 我 们 已 钨 证 明 它 是 方程 65.13) 的 
一 个 和 解 ， 对 于 任意 的 非 零 常数 cc ， 当然 cP,(z2 也 是 方程 65.13)2 的 
和 解 ， 为 了 使 Ps(z) 的 形式 简 消 ， 我 们 豫 以 适当 的 常数 因子 ， 亿 得 


P,(1) =1， 为 此 ， 选择 c 一 一- 站 2 和 。 由 公式 (5.15) 中 把 n 换 
成 上 一 2 得 


CVY—E+ ov +k 1 
,二 一 


《到 一 1) 下 2 
或 号 成 


Ch — Ok 


Ta Ev TRI 


s 122 吉 


再 令 v=K， 得 到 


Bra 一 一 


当 k 二 ht， nn 2,， 1 一 4，…*'" 床 得 


g ,= CH Ton 
一 2 2828 一 工 》 ns 
ga _ 2- 3) 


dON 3 


= 1 2 CR— 3) 
An CR) 


因为 取 4, = 2021 ， 则 系数 为 


2"(n1) 
on 2 Caan 21 
"2 1) 到 GD 2 二 11G8 一 31 
gog rn Dn- 3 。《2271 

ES 


3:4C2n— 1) C2n — 3) 2"(n1)* 


= C21 471 
2"2] m2) — 4)1” 


一 (2n— 2k)! 
让 二 人 1 RL Cn Eyl 2 


于 大 多 项 式 P.(z) 的 表达 式 就 可 写成 


是 
卫 三 一 6 《32r~28021 站 = 和 二 _ 
7) 之 1) TT TT .5.17) 


这 里 当 n 是 偶数 时 ，N= 二 ， 当 ”是 奇数 时 ，N= 一。 


粮 据 公式 (5.17)， 可 以 二 接 写 出 4 0，1，2,3 的 勒 让 德 多 项 
式 ( 图 3 一 7)。 


婴 3 一 ?7 
P(r) =1, Px} =X, 


Ps, (x) = 于 (3 -1), Ps (Cz) = 二 -37), 


可 以 明显 地 看 出 
PA(~2)=€C- P(r. 
央 旺 ，PoCry， P(e 都 是 精 函数 ，Pi(ey，Pufc， 必 都 
征 奇 画 数 。 革 让 德 多 项 式 还 有 一 些 特性 ， 它 在 数学 物理 七 有 许多 
重要 的 应 用 。 
2. 正 则 桨 点 。 关 于 方程 (5.1)， 
yr +PORIV + IFN = 0 
的 奇 点 概念 ， 我 们 已 经 给 出 。 即 奇 点 就 是 系数 9Kz 或 42 的 非 解 
“124° 


析 点 。 如 果 z= ”是 方程 (6,1) 的 奇 点， 那么 以 定理 3.14 为 基础 
药 解 法 就 不 能 用 。 但 是 很 多 实际 问题 都 受 求 曾 清 热 解 在 这 些 霖 版 
附近 的 性 质 。 富 有 启发 性 的 例子 是 尤 拉 方 程 
她 一 三 yt iy =0, 
z= 是 它 的 瞧 一 青 点 ， 但 它 有 两 个 线性 邢 关 解 11 一 2，ys 一 2 就 
是 说 万 拉 方 程 显然 不 满足 定 环 3.14 的 条 件 ， 它 却 有 输 级 数 解 ， 其 
至 是 多 项 式 .。 还 有 上 段 讨论 的 勤 让 德 方程 
yr 
于 一 了 
它 的 等 级 数 解 在 奇 点 z= 士 1 处 都 是 发 散 的 ， 但 多 项 式 解 在 == 二 1 
却 是 有 意义 的 。 这 正 是 它 在 数学 物理 方程 中 有 重要 应 用 之 处 的 原 
因 ， 
这 两 个 例子 说 明 ， 奇 点 并 不 都 相间 。 其 中 有 一 部 分 是 “好 ” 奇 
点 , 即 方 程 (5.1) 的 系数 pCz) 和 gCx) 在 这 部 分 奇 点 处 的 非 解 析 性 较 
弱 。 对 于 这 类 奇 点， 我们 给 出 如 下 定义 
定义 4 对 于 方 狂 (5.1) 的 奇 点 如 wy， 如果 函 数 (2 一 x0)pCz) 及 
Cz 一 z。)?aCz) 在 x。 处 是 解析 的 ,出 称 zo 为 方程 (5.1) 的 正则 奇 点 。 
春 则 为 非 正 烈 奇 点 。 . 
立民 这 个 定义 ， 不 难看 出 尤 拉 方 程 和 勒 让 德 方程 的 奇 点 痢 是 
正 刚 汐 。 
对 于 具有 正则 奇 虚 的 方程 ,只 要 对 短 级 数 解 稍 加 修正 就 行 了 。 
即 求 形 如 


d= LF Dr) 《ao 所 人 (C5.18) 
TT 咎 


的 所谓 广义 每 级 数 解 ， 这 里 2 是 方程 绝 正则 交点 。 
» 25 二 


下 面 党 看 一 个 例题 。 
例 3 求 方程 
St + BY — BY = 人 0 
的 广义 办 级 数 解 . 
媚 将 方程 改写 成 (5,1) 的 形式 


ni B33 
Wt Y= 


这 里 x。=0 是 方程 的 奇 点 ， 但 由 于 
3 


TL) = 了 2 人) 一 一 了 


在 zs,= 10 外 是 解析 的 ， 因 此 ze=0 是 正 刚 奇 点 。 
我 们 考 虚 形 如 (5.18) 的 解 ， 设 
二 个 > Ta ao 于 人。 


于 是 有 


4 一 > Cn + SS》 全 CH 1, 
四 自 一 盘 


及 一 由 


= Ynts) nts— amt 2, 
将 出 Vy ， 妇 代入 愿 方程， 得 


BACH FS CR ES Ta In + Shar 


人 r= 


一 > | 


目 一笑 


SoLdCs— 1)8+ 38] 1 二 SCARt SR ts+ Dan 


0 
二 38 十 3 十 17Gek 1 一 3Gr]rnte 一 0。 
令 各 项 系数 等 于 零 ， 得 递 推 公 式 ， 

GoLdts— 1)s+ 35] = 0, 

L4Cn +Sntist+1) 3+ s+ 1) a — 30, = 0, 

n=0, 1 ‘*) 

四 为 oo 志 0， 故 得 二 次 方程 

A52 — So 0, 


通常 称 它 为 指数 方程 。 它 的 根 


Ss1 = 0, =， 


型 做 微分 方程 在 正则 奇 点 x。= 0 处 的 指数 . 
对 于 s=34 = 0 的 情形 ， 由 递 推 公式 得 


-3 
tT RFI TI" 


当 = 0, 1， 2, "时 ， 得 到 


3 3 33 
一 一- 一 一 -一 一 -一 站 
好 | 3 ds DoT Ded 0 
3 33 
Tl aL 
各 


TE 


代入 y= 全 os， 就 得 到 原 方程 的 一 个 形式 解 


一 a 
Jo 之 HiT di 一 |. 


=1 


*» 127 * 


其 中 a 是 不 为 零 的 任意 常数 ， 一 般 取 2。 = 1， 易 知 此 级 数 对 -一 邹 x 
者 路 证 ， 因此 它 是 方程 的 真正 解 ， 


对 于 s=ss = 地 的 情形 ， 由 北 推 公式 得 


3 


CC 
n= 0, 1, 2 人生 求 得 
至 
a Das aa 3 I 二 Eo 
3 
二 
, 
作用 3 


TEI 


代入 y= 地 本 oz" 中 ， 就 得 到 了 方程 的 另 一 个 形式 解 。 


有 和 地 
和 3 "| 
2 | DD 


这 里 也 取 40 = 1， 显 然 #: 对 一 切 z 者 收 总 。 因 而 是 嘉 正 解 。 

由 于 #、#y :十 两 个 线性 无 闫 解 ， 从 而 通 和 解 为 

到 一 CT 二 ss 

通过 这 个 例子 可 知 ， 对 于 带 有 正则 寄 点 的 微分 方程 ， 在 其 正 
则 奇 点 的 邻 域内 可 用 广义 答 级 煌 求解， 我 们 将 这 个 事实 写成 确切 
的 定理 形式 ， 

定理 3,15 设 +=zx。 是 微分 方程 (5.1) 的 正则 奇 虚 ， 有 旦 
Cz Xo)PC2) 和 CX 一 20)*9(7) 可 以 展 成 (x 一,) 的 睡 级 数 ， 它 们 莉 
在 区 间 jz 一 zj 福 有 0 内 疏 敏 , 则 方程 (512 在 区 间 12 一 2 | 二 RR 

» 128* 


内 至 少 有 一 个 收 敏 的 广 多 因 级 数 解 C5.187)。 
证 明 与 定理 3,14 相 做 ， 这 里 就 不 讨论 了 。 
贝 塞 尔 (Bessel》 方程 。 形 可 
TI ty + Cr VY = 0 《5.19》 
的 方程 称 为 员 塞 尔 方程 ， 其 中 是 非 负 实数 。 
对 于 方程 (5:19)， 先 将 它 写 成 (5.1) 的 形式 


| _ 41 入 
2 + 二 0。 


容易 看 出 ，z。 = 0 是 贝 塞 尔 方程 的 正则 坷 点 ， 且 
TT = rd) = 7 V2 

根据 定理 3.15， 可 求 形 如 55.18) 的 广 闵 旱 级 数 解 因此 发 
y= DT ar (Coo EO0), ‘5.20) 


非 将 g。 刀 、 玫 代入 上 方程 人 .197， 推 得 


om 


Intstv nts yat+a sale:=0, 


n= 

令 各 项 系数 等 于 零 ， 我 们 得 到 递 推 公式 
[C++3S — vj t+0s=0 (5.21) 
A=0, 1 2, "*…) 

国 为 so 关 0， 故 当 # 一 0 时 可 得 指数 方程 为 
St VE, 

求 出 指数 s =v 和 ss = 一 

对 于 s=si =v 的 情形 ， 由 公式 (5,21) 得 

nov + na t+ an_ 2 = 0 

当 有 =1 时 ， 出 
{2v+1)3,=0, 


» 和 全 + 


推 得 G = 0， 及 而 所 有 前 sttr = 0 当 # 二 2， 4， 时 ， 有 


vr 
__ 1 _ 1 - 
< CIV THY gra tI Ta 
_ 1 
a C1) 


RV INV Ea CRI? 


代入 (5.,20)， 我 们 得 到 方程 (5.1) 的 一 个 解 


Hi = > (—1) 


t= 


如 果 选 取 任 意 常数 4。 = 一， 就 可 得 到 % 阶 第 一 类 由 密 尔 西数 


t Th 
QICV A IICV TEI CY HRY" 


一 __ # CL/ 2 
Tt) = 之 1) VEIT (5.22) 
这 里 引入 T( 嚼 马 ) 函数 的 记号 (TCp) = | e107idt, p>0)， 并 利 
用 公式 
MP+1 =prp), Tn+1)enil, 
才 定 当 P 一 如 一 1 一 2， 时 ， Fy -0 于 是 表达 式 (5.23) 可 
写 为 


Ld 


《一 工头 也 
TEx} = TETIITO TET (3) {5.23) 


对 于 s= ss= -YY 的 情形 ， 只 疲 重 复 前 述 步 怠 ， 就 可 类 位 地 短 
到 ~ * 阶 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 
30 [1 


Jo 一 (一 1 (人 5.20 


之 rkt+ 1TC-V+kE+1Y) 


可 直接 验证 ， 当 0 所 12|<ce 时 ， 广 尺 恩 级 数 (5,237 和 (全 ,243》 
都 是 收敛 的 ,而 且 可 逐 项 微分 ,因此 7,(z) 和 I_.Cz) 都 是 方程 (5,19) 
的 解 ， 

当 Y? 不 是 整数 时 ， 由 于 解 J,C(7) 与 J_.C7) 是 分 别 由 z 的 不 同 咯 次 
开始 的 级 数 ， 显 然 它们 是 线性 无 关 的 ， 所 以 方程 (5.19》 的 通 解 
可 写 为 

y= xr) te ,Cr), 

当 Y 是 整数 时 ， 设 v= 以 兰 1)， 由 于 级 数 (5.24) 的 求 和 实际 上 

是 从 k= 开始 的 ， 于 是 


S 《一 工 加 Tn 
1 二 一 _ 一 一 二 
1 二 FT ny (二 9? 


他 天 一 下 一 市 ， 


~ 1 m+ 
TD (DFT 1 (2) 
={— 1".(C7), 
就 是 说 ，J-,tz) 与 .Cx) 并 非 绩 性 无 关 , 这 时 要 写 出 方程 (5.19) 的 
通 解 就 得 另 找 一 个 与 JiC2) 线性 无 关 蕴 解 来 。 为 此 ， 一 种 方法 是 


3 2 例 5 的 方法 ， 求 由 与 J.(z) 线 性 无 关 的 解 
dy 
ys -no 


乱 而 通常 的 方法 是 慑 充分 接近 的?, 作 J,(z) 和 J_,(z) 的 褒 性 组 合 。 
NC jCTICOSVT — 4] , 


sinve 


显然 Cz) 是 贝 塞 尔 方 程 的 解 。 然 后 表 令 vn 就 得 齐 一 个 与 J.C#) 
"131" 


线性 无 关 的 解 N(Cx)， 即 


了 (TOOSYN 一 了 7 
SinYvxz 


Nr)= lim 


我 们 称 Nakz) (及 N,Cz)) 为 诺 基 〈Neuman) 函数 或 为 第 二 类 由 
塞 尔 斋 煞 。 于 是 方程 65,197 的 通 解 可 写成 . 
到 一 TIKCTJ 二 Ca KZ7 {5.25» 
这 时 不 管 v 是 否 为 整数 ，(5.25) 都 是 内 塞 尔 方程 的 通 解 。 
例 4 求 方程 
4 


Ty +2 + 《9z* -y= 0 


的 通 解 。 
解 ” 令 & 一 3x， 将 方程 化 为 
EE 


人 0, 


这 里 0 之 不 是 束 煌 ， 因此 通 解 可 写 为 


划一 :35) te C837), 
5 


$6 非 线 性 方程 
对 于 二 阶 方 各 
RCTJ sy" )=0 {6.1> 
或 1 
y= fx, ) C6.2) 


是 非 线 性 方程 时 ， 它 的 求解 问题 ， 一 般 说 米 ， 要 出 前 几 节 讨论 的 
线性 方程 复杂 得 多 ， 困 难得 多 ， 本 节 我 们 仅 对 一 些 特 丈 方 程 ， 分 
量 i132 s | | 


细 几 种 解法 。 

首先 ， 讨 论 对 非 线性 方程 的 线性 化 问题 ， 这 是 解 非 线性 方 各 
的 一 个 主要 方法 ,但 从 实际 问题 讲 这 就 意味 着 丢掉 某 监 次 机 因素 , 
而 这 样 做 的 前 提 是 仍 能 反映 原来 实际 问题 的 本 质 。 就 是 说 将 非 线 
性 方程 简化 成 线性 方程 是 有 条 件 的 ， 并 非 鲜 一 个 非 线性 方程 都 可 
这 样 作 。 下 面 我 们 给 出 “线性 化 ”这 个 方法 的 实施 步 又 。 

对 非 线 性 方程 (6,2)( 即 函数 J(x,y,y ?关于 变 元 y 和 几 是 非 线 
性 的 )。 我 们 假设 画 数 Cx,9y,5 站 在 C2,yo 86) 的 邻 域内 关于 《Jy 一 
#1) 和 (vy/ -y 人 可 展 成 泰勒 级 数 , 即 


fry = fT, Yo sy0 Tt Es ey (yy,) 


Of Cx yo yn) 
十 f vr 1n (Cy! 一 世人 + ns 


咯 去 甘于 (9 一 ys) 和 G97 =) 的 高 次 项 ,就 得 到 一 个 近似 的 二 阶 线 
性 微分 方程 。 | 
ymY + ACY = O72), | 《6 .37 
oO 时 3 4 | 本 ， 1 
其 中 P(x》= 一 YE Yar)=— Qf Crs yoy9 ) yo), 


fd de) yo 2 。 显 然 p(z)，4Cz) 和 9g(z) 都 


关 已 知 的 连续 函数 .关于 线性 方程 (6.3) 的 解法 ,我们 已 经 知道 ,所 
以 方程 (6.3) 的 解 访 是 非 线性 方程 (6.2) 的 近似 和 解 ， 
例 1 将 非 线 住 方程 
2 +y? 
在 (rz,141) 邻 域内 化 成 近似 的 组 竹 方程 。 
入 ”由 于 Fz,p8 7 一 2xy' ?+5: 是 解析 冰 数 ， 而 
= 了 了 


az ss 1) _ af 4D) a 
放 将 f(x,y,57) 在 (x,1,1) 分 域内 展 成 办 级 数 
fr =rt +2 1) + A420 ~— 1) +" 
由 去 高 次 项 ， 得 近似 的 绩 性 方程 为 
yy ~ dry ~ 2 — 2 i, | 
例 2 单 摆 振 动 问 题 ， 设 有 一 条 长 为 ! 的 细 线 ， 一 端 固定 ， 另 
一 庙 系 一 个 质量 为 m 的 小 球 ， 让 其 自由 摆动 。 称 这 种 装置 为 单 要 
(图 3 一 8)、 试 求 它 的 运动 方程 。 
解 ” 记 摆 线 与 重 线 的 夹 角 为 9， 当 小 球 摆动 时 ， 画 出 的 狐 长 


为 19， 于 是 沿 荐 切线 方向 的 加 速度 为 m1 所 和 ,又 因 重 力 mg 在 切线 


方向 线 的 投影 为 - mgsing。 如 果 
略 去 阻力 不 计 ， 则 根据 牛顿 第 二 


定律 ， 有 
和 证 
mi = ~ mgsind, 
或 
d28 
十 sind = D, 
di : 图 3 一 


这 是 一 个 非 线性 方程 ， 当 9 很 小 时 ， 有 sin6~ 6( 实 际 中 191 < 所)， 


于 是 可 用 线性 方程 


d28 
di? 


米 代 殖 上 面 的 非 线性 方程 。 南 线 狂 方程 的 通 解 由 8 4 知 可 很 为 
*134* 


+ 了 9=0 


6- Acos(V 2+ +0). 
这 就 是 单 摆 据 劲 的 好似 公式 ， 
其 次 ， 我 们 来 研究 降 阶 法 。 一 般 来 说 ， 求 解 一 个 阶 数 较 构 的 
机 分 方程 总 比 解 相应 的 高 阶 方程 要 容易 一 些 ， 因 此 ， 对 于 高 附 方 
和 栖 设 法 把 它 的 阶 数 降 低 ， 这 就 是 很 肯 然 的 事 了 。 下 画 仅 对 方程 
《6.1)》 介绍 用 种 常见 的 降 阶 法 ， 
1 不 售 未 知 函 数 的 方 台 、 这 时 方程 人 (6.1 的 形状 为 
F(x, yi, y)=0 | (6 .4 


对 于 方程 (6.4)， 若 令 9/ = 了 ， 风 8 =- 织 。 因 此 方程 (6,4) 变 成 一 


个 关于 P 的 一 阶 方程 

F(z, ps Pp’)=0, C6.5) 
如果 我 们 求 得 方程 (6.5) 的 通 解 为 

了 一 DTY 0), 
那么 ， 积 分 

下 =p(r, 0) 
就 得 到 方程 (8,4) 的 通 解 。 

例 3 求 方程 

y"~ y=0 

的 通 解 。 


解 . 令 y! 二 Pp， 出 w= 四 ， 代入 方程 ， 得 到 . 
名 -p=0， 


» 35" 


积分 得 到 
y= ~—lnlxtclte., 
例 4 著 将 一 根 强 子 (或 普通 的 电线 )， 是 排 在 4 和 旦 两 个 支 
幅 上 ， 并 将 两 端 固定 。 假 设 绳 子 的 密度 5 是 均匀 的 ， 而 且 是 柔软 
的 ， 由 于 自身 的 重量 ， 它 弯曲 前 形状 如 图 3 一 9 所 未 。 称 这 种 形状 
的 曲线 为 县 链 钱 。 试 求 有 曲线 的 函数 关系 式 。 


图 3 一 入 
和 解 我 们 先 建立 这 种 曲线 应 满足 的 微分 方程 在 4B 上 任职 
一 段 MP， 设 这 眉 强 子 在 P 点 的 张力 为 T，M 点 的 张力 为 互 , 车 以 WW 
表示 这 一 段 的 重量 ， 于 是 MP 这 自强 子 的 平衡 条 件 是 
Tcosd =H | . 


Tsind = WW =| plT) dt, 
站 


* 136° 


钞 去 T 得 
"Hig = W = p03, 


今 取水 平方 向 为 < 畏 ，0 一 -名 ，M 点 在 ! 轴 上 其 笃 标 为 (0， 辣 ) ,于 


”是 得 到 微分 方程 


dy 一 USy 


ds 
由 于 ds: 一 dx: ++dy!， 故 得 
"0 Tt, 
显然 ， 初 始 条 性 为 


y(0) = 二 ， #7 C0) = 0。 


令 =P， 则 方程 变 为 


dp ad 
vw 1+p’ * 


由 于 #0)==20)=0， 故 积分 得 


1 I 
了 es 


再 利用 条 件 4(0) = 到， 对 方程 


yy = 0”) 
积分 , 得 到 
= 让 (e*+0"). 
2, 不 显 含 自 变 最 的 方程 。 这 时 方程 (6.1》 的 形状 为 
PFC y/, y*)=0, (6.6) 
“137* 


车 令 %7 = p， 而 把 p 看 作 新 的 未 知 函 数 ，2 作 为 自 变 量 ， 则 有 


dp dp dy dr 
#0 -一 此 
Yay dr Poy’ 


代入 方程 (6.6)， 得 到 


F{y, p, p95)=0, C8.7) 


如 果 求 得 一 入 方程 (6.7) 的 通 解 为 
p=Yy, 0), 
那么 由 方程 
y =p(y, 从 
就 可 求 得 方程 (6.6)7 的 通 解 。 
例 5 求 方 程 
. yy ~ y:—0 
的 通 解 。 
解 令 y/ =p， 则 y” =P， 于 是 原 方程 认为 


pd ,pp 


y=r,y, 
即 可 求 得 愿 方程 的 通 解 为 
= ee 


“IT38。 


3. 全 微分 方程 . 若 方程 (6.1) 的 左 庙 是 某 个 一 航 柚 分 孙 达 式 
字 (zT，y，4 的 全 柚 太 
dPer, y, HI=Fr, Y, Ys 
则 和 萄 (6,1》 为 全 微分 方程 。 
此 时 ， 方 程 (6.1》 可 写成 
dD(r, Y, HY)=0. 
从 而 沿 著 方程 (6,1》 的 每 个 积分 曲线 ， 浮 数 DP 秆 等 于 一 个 常数 ， 
即 . 
Dr, Hy YY=0, (6.8 
我 们 称 C6.9) 为 方程 (6.1) 的 初 积分 。 它 是 一 个 一 阶 方程 。 显 的 ， 
方程 (6.8》 和 和 (6.1) 是 等 价 的 。 辐 而 方程 6,8》 的 通 解 也 是 方程 
(6.1) 的 通 解 . 
例 56 求 方 程 
Hy" tH?=0 
的 通 解 。 
解 ” 很 明显 ， 方 种 的 左 端 是 一 个 全 微分 ， 即 


rn 
gz WY = ts 


于 是 求 得 初 积分 为 
WY’ 一 cl 
从 而 求 得 原 方 程 的 通 解 为 
一 CU 十 Cs。 
车 方程 6.1) 不 是 全 微分 方程 ， 和 但 筑 以 某 个 不 为 零 的 一 阶 微 
分 表达 式 4(7，y，y!') 后 ， 使 得 方程 
uP{x, Y, yi, =0 | 
”为 全 微分 方程 。 我 们 称 4Cz，y，y') 为 方程 (6.1) 的 积分 因子 ， 
个 了 二 向 全 


和 便 ? 求 方 程 
yy” 于 283872 + yi2 一 3 =0 
的 通 解 . : 
和 解 ”这 个 方 种 的 左 端 不 能 写成 某 人 一 和 阶 微分 表达 式 的 全 微 


分 ， 但 磁 以 4= yy 后 ， 就 有 


可 7 2 _ 8 :yi _2 
jz nly | +y tlnly| -21n1el) = ,+ 29y ti 
于 是 得 到 初 积分 | 
yy'e" -cr =0, 


这 是 个 一 阶 全 微分 方程 ， 和 由 于 


drl 4 C1 m3 Fart 2 
兽人 


从 而 得 到 原 方 程 的 通 解 为 


&. 齐 次 方程 ， 若 方程 人 (6.1 的 左 端 ， 关 于 恋 量 妨 久 ， 风 是 齐 
次 的 ， 即 对 任意 8 二 0 有 恒等式 
For, Ky, Ky’, ky Y= EFT y, YU', YY) 
成 立 。 则 称 方 程 (8.1) 为 m 次 齐 次 方程 其 中 mm 为 正 整数 。 


此 时 ， 取 K = 车， 峙 方程 (6.1? 可 写 为 


F(z, 1, 2 切 ) -0， 《6.9) 


引入 新 的 未 知 函 数 z= 即 令 


“1140+ 


=etde C86,10) 
就 可 把 方程 (6.9) 降 为 一 阶 方程 ， 事 实 上 

=, WW =Y(2° 十 
代入 方程 (6.9)， 得 到 

F(x, 1, 2, 2: +2/)=0, 
或 写成 

fz, 2, 2 7 一 0 《6 11? 
如 星 求 得 一 阶 方 程 (6.11) 的 通 解 为 

z= 中 (sr, oy, 


那 双 由 06.1 由 就 可 得 到 方程 性 ,1》 的 通 解 。 


例 8 求 方程 
zyy CH- yy = 0 
的 通 解 ， 
解 方程 的 左 端 关于 y，y ， 2 是? 次 齐 次 式 ， 因此 ， 令 
y= 


就 可 把 方程 降 为 一 阶 方程 
rizt + 2r7 ~ 1=0, 


它 的 解 是 


故 原 方程 的 通 解 为 


本 
中 一 Co2B * 


以 上 介绍 的 四 种 隆 阶 方法 ， 同 祥 亦 适 用 于 高 阶 方 程 ， 


14¢1* 


习 合 


1。 讨 夫 下 列 示 数 对 在 其 定义 区 间 内 是 线性 相关 还 是 线性 无 关 。 


1 
C1) sinz, 1s (2) ++5, 1+—5: (3) 二 BE 


C4) TInri (C5) es, OF 6) slin31, cos2f, 
2。 求 第 1 题 中 各 复数 对 的 朗 斯 基 行 列 式 。 

或 下 到 方程 的 通 解 ， 

8。 A+ 和 一 个 解 y1 = 江 。 
4。 Sin2zy* 一 各 = 和 ， 已 知 一 个 解 = ctgr， 


1 
5。 2 (asza+o0t= 0， 已 知 一 个 解 y1=e3”。 


6。 J -1+ 格 2x)y=0， 已 知 一 个 解 y= i 

7。 yr+xy/ +y=0， 已 知 一 个 解 yy =e7 1 

8。 求 方程 y”+zy + (n+ y= On 汶 自 然 数 ?前 通 解 《提示 , 利用 第 
7 古 的 销 果 ?> 

9。 斌 证 下 列 通 数 对 是 线性 无 关 的 ， 并 进 耐 求 内 以 这 些 画 数 对 为 基本 
和 解 组 的 二 阶 线性 齐 次 方程 。 


C1) za+x+3, a-"s (2) I+0，Tes(0 为 常数 )3 


3} rT, Les dy lnr,lnr Ts 
€5Y) £2 1, x2e"y BY zy i 
1 -至 1 tar+bys 
如 “全 1 rE9 
< 3 7 和 《如 了 FE? Co. 5 为 常数 》; 
i 
‘9) 了 EE es dir, C10> ricos i, zinw Te 


坊 。 医 数 z2sinz 有 可 能 是 方程 
区 "二 丰 (ZJ 二 GD 下 
在 (一 0，9) 〈《e>0) 的 的 解 四 ? 其 中 心 z)，df(2) 在 (~9 0) 内 连续 。 
li1. 设 y1， Ws 是 方程 
y+ PAT + y= 


其 中 p,q ECCD，1= Co，5b2 的 两 个 线性 无 关 解 ， 试 求 Ja= 好 成 立 的 充 到 


条 人 媳 . 
13。 若 下 面 两 个 线性 齐 次 方程 
y+ pr tam)y = 0 y+ patt) + gals = 0 
有 一 不 公 和 共 解 ， 试 求 此 肖 六 和 分 别 求 出 这 两 个 方程 的 通 解 ， 及 求 出 让 1 站 2 
aty 92 之 间 的 关系 式 Cpl， a， Qa 是 连续 配 数 >。 


13。 若 VC2) 与 aCZIVCZ) 同 莽 方 程 y* + 了 zz = 0 的 和 解 ， 试 证 


14。 设 yl #2 V8 是 方程 ”+ pry + (zy = 了 (z),《pP， 9 了 其 连 
误 重 数 i*} 的 狠 ， 明 一直 常数 ， 求证 攻 = 太一 一 62)81 二 On 十 


cays(cl，， C2 为 任意 常数 } 是 (+) 的 通 解 。 
求 下 列 方程 的 通 解 ， 
15, y"— By’ + By =0, 
lB. y+ 3 ~ 2y= 0, 
17. yr + +dy = 0. 
18. wx" + dX + 2T=0, 
19,. %* + + 0, 
20，s +20s7 +a2s=0 (ea 为 常数 )， 
证 明 焉 列 方程 均 可 化 为 常 系 获 方程 并 求 通 解 : 


-= 用 于 


21， y+y'+ae 210。 
22。47 — dry + 一 1)2 = 0。 


23，4 + ww Ey’+ (23= + -9) y= 0 
i 


24, "中 tgpr’ + OCOST tff = 0 


35。 方 程 y* 一 oy + bp2 Cr)y = 0 中 p09) 二 0, 若 令 1= "CYdz 


则 可 化 为 y* + By =0， 
求 下 列 方 种 的 通 解 ， 
3。b dy" + 4y = 2。 
27. yy=t+1 (0 站 。 


28. Uy"—1’"= Xsin2r, 


29. H+ ‘teos2r), 


30. y+" -24= 96" 3Sinz, 


31. y -6y’ + Oy =es*+9. 
32. Hr— 6 +o = (1 十 工 十 和 十 二 25)68 
33。 让 一 T=ilni, 


34。 冰 - 《z2 一 1)y* -6y=1 的 通 解 ， 设 其 对 应 的 齐 次 方程 的 一 特 解 为 
多 项 式 。 


35。 求 方程 J”- yy -2y = 3e "在 X=0 寻 与 直线 yj =Y 相 切 的 解 。 
36。 设 责 数 zz 的 二 防 导 两 数 连 鳞 且 w 0) =0, 试 由 方程 


Hr)=1+ fr 一 的 一 22 + 61e -0 到 确定 此 阴 数 。、 
求 下 列 方程 组 的 解 ， 


B87, ZI = 93001) — Br2 Ct ZE) = 3x1(t) - 2x204) + 20'o 


14¢° 


38 


89 。 


40。 
{《12 
《32 
41。 
(1) 


(C4) 


42。 


(1> 


(C4) 


RIO = ras TA) TY tt toosty zit = 1, Tat0} =0, 


3 


了 = 和 一 各 十 Sin yg’ = 2- 3 X00 =0, 2 (007 = 


证 明 下 列 每 个 画 数 均 是 指数 级 的 菌 数 ， 
sinat，@ 为 常数 ， 《2) ex"，6 为 常数 
zy f 为 正 整 数 《4)》 IF+I)。 

求 下 列 汪 数 的 拉 夺 并 撞 ， 


2 (2) Wes (3) zsinoxs 


xcosgz; (5) -Lt (6) S47 
A x 


求 下 痊 西数 欧 拉 氏 道 准 斤 ， 


1 (2 # C3) 


s 1 1 
(S27 TI) Cs + 2) (Cs 11) 2) TS 
1 


aCs+ I! 


于. 


(5) | 


EET 《62 


用 拉 天 变换 求 下 列 给 值 问题 的 解 ， 


43. 
4 
45。 
40。 


"Ty tay =05°, yO =1, Hy (0) =2, 
yy -6y=sinz, yO =1, y’ (0) = 0 
vty=7s YO) = 0D} Vy (0 =1, 

y+ =rte :Del yO -1 


用 只 级 数 法 求 下 列 方 程 的 通 解 并 指出 收 化 半径， 


7 
48。 
1 和。 
50。 
51。 
62. 
53。 


区 村 472 0 在 XT =D 
在 

1l— ry- 62 — dy = 0 在 * = 0 
{i+ 4d72)g7 -By = 0， 在 x 二 0。 

dxy" +2y + y=0 fr =0. 

2ry* + (1 — 2x)y’ 一 5 20 在 2=0。 
B20" + 10ry" (1 +T)y ec 0; 在 x = 0。 


#43 沁 


用 降 脐 法 求 下 列 方程 的 通 解 ; 

55, y+ I? =0. 

56, (1+x2)y" 一 2207 = 0 
vy 2 2 


[EE 


ea 人 人 


Er +1=0, 


59. 


G0 Hr2~y = 人。 
61. ZH 3TH + My) = 0, 


62. VU ~ V+ - 开 上 一 . 


63, WH Hy’2—y’ :=0. 

64. yy* -J ?=0, 

求 下 烈 始 值 问题 的 解 ， 

68. +=1 YOO =0, yO0) =1, 
66. yr 3 WOOD 1 py' (C0) =2. 


dy _y dz _ 1 _1 
67。 dx = zz! 可 工 一 FL HQ) =1, = 


开工 到 1 . 2 1 
68. GX 1 三 dr py- 站 1 U0) 22 的 3” 


69。 一 个 物体 ,只 受 地 球 引 力 的 作用 ， 自 无 劣 高 外 落下 ， 求 这 个 物体 落 
到 地 而 的 速 并 (地 球 的 半径 大 绮 泡 6400 千 米 )。 

70。 人 假设 空气 的 阻力 与 建 度 的 平方 换 焉 比例， 而 县 当时， 束 拉 以 
?85 洲 / 移 输 极限， 求 初始 速度 为 零 的 落 惧 的 运动 规 振 。 

71。 长 6 米 的 一 链条 自 点 上 靖 下 ， 运动 开始 时 , 甸 条 唐 举 上 吴 下 的 部 从 
有 一 米 长 . 同 链条 全 部 滑 过 束 于 需要 密 少 时 间 ? (摩擦 不 计 》 


和 


72. 火车 招 水 平 的 进 路 运行 ,火车 的 重重 是 已, 视 车 的 率 引 力 是 严 ， 加 动 
时 的 胆 力 了 太 =a+59P ， 其 中 m 8 是 常数 ， 而 5 是 速 庶 ,z 是 走 过 的 巾 程 


Oh 2K07 = 0, 2 C0 = 0 

一 个 星 也 公 帮 的 物体 挂 在 红 答 上， 把 弹 敌 控 长 了 内 米 ， 接 着 卫 被 
发 ， 然后 松 开 ， 松 开 时 的 速 永 为 堆 (初速 为 0)， 求 弹 竹 前 运动 规 
A 

一 质点 徐徐 地 沉 入 被 体 ， 当 沈 入 峙 ， 液体 的 反作用 力 写 下 锦 的 速 谋 
天 求 质 点 的 运动 规 还 。 

。 一 物体 在 大 气 中 降落， 初 迷 为 零 ,空气 的 天 力 与 速度 的 平方 式 正 出 
便 ， 天 而 果 的 运动， 


日 站 玫 帮 二 


第 四 章 基本 定理 


81 引 言 


我 们 知道 ， 常 微分 方程 的 基本 问题 是 求 已 知 微分 方程 的 解 ， 
以 及 研究 钥 的 各 种 属 福 。 从 前 面包 章 可 以 看 到 ， 利 用 初等 积分 法 
与 代数 方法 ， 对 于 某 些 方程 ,特别 是 常 系数 线性 方程 的 始 值 问题 ， 
虽然 能 够 求 得 所 要 求 的 解 ， 但 毕 觉 是 很 有 限 的 ; 园 时 ， 所 利用 的 
方法 都 带 有 较 大 的 局 限 性 ， 例 如 象 曾经 提 到 过 的 获 卡 浊 方 程 ， 竞 
无 章 可 循 。 可 以 想到 对 于 一 般 的 非 线性 方程 就 更 困难 了 。 为 了 判 
明 一 个 定 解 问题 的 解 是 否 存 在 ， 如 果 存 在 的 话 ， 解 又 有 老少 。 从 
理论 上 给 以 论证 ， 自 然 是 完全 必 相 的。 这 正 是 本 章 所 要 讨论 的 内 
容 ， 

考虑 到 常 微分 方程 是 一 门 基 础 课程 ， 扬 以 我 们 仅 对 数量 方 丢 
进行 讨论 。 圣 于 向 量 方程 的 情形 ， 推 广 工作 并 不 太 困 难 。 


在 这 章 里 ， 我 们 讨论 一 脐 显 式 方 各 
dx 


Dr it (1.1) 
其 中 是!，z 的 已 知 画 数 ， 便 假定 A(f，x) 在 C(t，x) 平 面 上 的 区 域 
D 内 连续 ， 我 们 将 要 证 明 方程 (1.1) 的 油 足 初始 条 性 
Ct) 0 C1.2) 
的 解 ， 在 包含 的 某 区 间 I= (as， 上 的 (QCD) 内 存在 ， 并 且 还 要 讨 
论 解 的 唯一 性 ， 延 拓 性 和 解 对 初 值 的 连续 性 与 可 微 性 。 
”148。 


假设 点 C1,，z,)ED，f(1，z) 在 D 内 连续 ， 不 难看 出 求解 恕 
值 问题 c1.1)、(1.2)， 等 价 于 去 求 一 连续 画 数 z(1， 它 在 包含 和 
的 某 区 间 1CCD) 内 有 定义 且 清 是 积分 方程 

zCD=ze+|， fts, zsyjds CED， (1.3) 


对 此 ， 我 们 建立 引 理 如 下 ， 

引 理 1 ”如果 函数 pCf) 是 始 情 闪 题 (1.1)、(1.2) 在 7 内 的 解 ， 
那么 y(t) 在 1 内 满足 积分 方程 (1 .3)。 反 之 ， 如 果 P(1) 是 (1.3) 在 I 
内 的 连续 解 ， 那 各 95 间 在 7 内 满足 方程 人 1 .1 和 条 件 《1.2?。 

证 明 设 9 是 方程 《1.1 在 工 内 的 解 ， 且 清 足 初始 条 和 忻 
《1.22， 于 是 有 


ED, pl, (GED 
网 端 从 t。 到 ! 积 分 ， 得 到 

v0) = frs, vos)1ds, 
注意 到 条 件 (1.2)， 便 得 到 

va t+ | fts, pds, CtED 


所 以 (四 满 足 积 分 方程 (1.3)。 

反之， 设 pC 人 是 积分 方程 C1.3) 在 1 内 的 连续 解 ， 那 么 f[+， 
PCt)] 连 续 ， 从 而 (1.3) 的 左 端 可 袜 ， 于 是 P(t) 满足 

SPD ft, po), deD 

并 上 且 在 (LL，3) 中 ， 让 1 = 1。， 得 到 p(to) =zo， 即 汪 足 初始 条 件 
《1.27。 

通过 忆 理 1 ， 我 们 可 以 把 对 始 值 问 昨 1.1)。(1.22 的 讨论 转 
化 为 对 积分 方程 (1,3) 的 讨论 。 而 这 种 转化 将 会 带 来 许多 方便 。 
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$2 存在 唯一 性 定理 


关于 始 值 问题 


后- Ep (2.1) 
rio) = ro (2.2) 


的 解 的 存在 唯一 性 ， 我 们 将 利用 毕 卡 (Pieard) 的 逐步 各 近 法 来 证 
明 。 此 方法 主要 思想 是 在 廊 设 条 伞 下 ， 构 造 一 个 连续 函数 序列 ， 
它 一 致 收 敛 的 极限 画 数 正好 是 所 求 始 值 问题 的 解 。 采 用 这 个 方法 
不 但 证 明了 解 的 存在 性 ， 而 且 在 应 用 上 还 使 计算 这 个 解 的 近似 值 
成 为 可 能 。 

定理 4,1 设 函 数 /(1，x) 在 区 域 DP 内 的 矩形 域 及 = {Ct，2): 
-ta，|2~x, | 坊间 上 连 重 ， 且 关于 x 满 足 李 普 希 英 条 性 ， 
即 存 在 所 谓 李 普 希 获 常数 L>>0， 使 得 

ft, zw) Ft, xr) | SLT x, | C2.3) 

(ft， 21)、Ct，X2)ER。 则 方程 (2.1) 在 区 间 ]1 ~ 如 1 去 R 上 存在 满 
足 初 始 条 忻 (2.2) 的 和 解 z=p(i) ,而 且 是 瞧 一 的 ,其 中 hh=minta, 


b 
WH) M=maxlftt, 2)1, 


证 明 依据 引 理 1， 这 个 定理 的 证 明 ， 可 转化 为 证 明 积 分 方 
程 
z= + fls, xCs}Jds (2.4) 
在 区 间 |1 一 |<<h 上 存在 叭 一 的 连续 解 ， 证 明 如 下 ; 
1 在 1t 一 ,|<<h 上 ， 先 构造 一 个 作为 逐步 近似 的 连续 函数 
序列 {zwC1)}, 耐 且 每 一 个 C1) 都 不 越 出 区 域 R。 取 初 值 2 为 等 次 
be | 


和 近似， 然后 利用 《2.4)， 用 零 次 近似 zo 代替 积分 号 下 的 xzCt)， 得 
到 函数 ， 
st) = +) fs royds (‘2.5) 
显然 ，2zif 交 在 1- | sh 上 是 一 个 续 男 数 ， 由 (人 2,57? 推 出 
ENOLEAL < {fls, zo) ds SMIt-t,|<b, 
这 表明 浮 数 zx,(1)， 当 't~t,| 志 h 轩 是 连续 的 ， 且 将 位 于 蝶 形 
域 R 上 ， 我 们 称 它 为 一 次 近似 。 
再 利用 (2 ,4) 作出 二 次 近似 
=:CD=ca+| ys x (Cs) Jds, 
同样 地 ， 有 
[ea 有 一 省 上 一 二 
可 以 看 出 ， 当 | 加 | 生 R 时 ， 表 数 z= ys 要 也 是 连续 的 ， 而 且 它 
也 完全 位 于 矩形 域 R 上 。 | 
一 般 地 ， 规 定 了 n 一 1 次 近似 以后， 就 可 利用 (2.4) 式 得 出 5 深 
近似 ， 
me t+) frs, is) lds (2.6) 
这样 ,我 们 就 可 得 到 一 个 函数 序列 {zx,Cf)}。 利 用 数学 归纳 法 容易 
证 明 ， 每 一 个 (1) 在 区 间 |1 -ts 上 都 是 连续 的 ， 都 满足 
zeKto7= xy， 都 位 于 矩形 域 凡 上 。 
”多 下 面 证 明 按 上 述 方 法 构造 前 函 数 序 列 {a(9} 在 区 间 
上 ~ | < 上 一 致 收 伍 。 为 此 ， 考 察 级 数 
Tot [rt rod + Litt ~ TF)J+ + rt) 
二 (2.7) 
它 的 部 分 和 为 z.Ct)， 于 是 ， 如 果 能 够 证 明 级 数 C2.7) 在 1+ 一 ,| 
ssis" 


二 h 上 是 一 致 收 钱 的 ， 那 么 序列 {x 人 1)} 也 就 在 局 一 区 间 上 一 致 收 
赣 ， | 
现在 我 们 对 级 数 (2.7》 的 各 项 作 信 计 ， 为 此 征明 估计 式 


-1 
J re ME to 


(n=1,2,3,...) 《2 .8 
成 立 。 事 实 上 ， 当 n=1 时 ， 由 (2.5) 得 出 
[zc ~ lM,t~- to,|; 
这 表明 估计 式 42.8) 威 立 。 今 设 na 一 天 -1 时 估计 式 42.87， 即 


ME 
| 加- 一 区- “CI ex | 一 | 


成 立 。 证 明 # =K 时 ， 估 计 式 (3.8) 也 成 立 。 注 意 到 Fi， 四 满足 
李 普 希 茨 条 件 及 (2.6) 式 ， 我 们 就 可 推 得 


EXACT f[s, zs_1Cs)Jds 
-| IfLs, zds | 


<||. [fs wo-1 (3)] 


| 
- fs, 区 -ad 


<rlf 1 68) — -aolas| 


< | 


MIM~1 
Kl 


所 多 对 一 勘 正 整数 4， 情 计 式 《2.82 孝 成 立 。 
出 于 jf 一 了 1 所 从 而 
* 52% 


| 一 了 


MME" 


EE 


而 正 项 级 数 
hz ih 
Mh + MI 二 二 ME 1 + 
21 nl 


hh", 


是 站 和 化 的 ， 因 此 由 维尔 斯 轿 拉 斯 (Weierstrass) 判 别 壮 推 莽 ， 函 煞 
项 级 数 (2.7? 在 上 f 一 如 | 生 8 上 一 致 收 伍 。 由 此 可 财 序 列 {x5.( 信 }) 上 收 
化 ， 并 且 在 |f 一 | 二 有 上 是 一 致 的 。 我 们 记 这 个 极限 为 ?Cf)， 就 
是 
limzx,Ct) = p01), 

并 且 函 数 z=F( 引 在 |t -io | 所 hh 上述 续 ; 又 注音 到 (C2. 日 便 知 P(t,》 
Tos 

3) 再 来 证 明 函 数 p( 人 站 在 it 一 to | 志 有 上 是 积分 方程 (2.4) 的 一 
个 解 。 现 在 对 2.6) 式 ， 


CD=zo+| fls, zs.1Cs)]ds 


两 端 取 报 限 ， 当 n->co， 注 意 到 收 化 的 一 致 性 和 /Cf，7}) 的 一 致 过 
和 续 性 ， 便 得 到 

Pi) ro + fls, wesy jds, 
这 束 因 开门 是 积分 方程 (2. 昌 的 连 线 解 ,从 而 也 是 始 信 问题 (2.1)、 
(23,2) 的 解 ， 存 在 性 获 证 ， 

4) 证 胡 解 的 唯一 性 . 设 积分 方程 (2.4) 还 有 田 一 个 解 业 C(t)， 

满足 PCtoy 一 To， 由 

9(D ro + fts, weeds 
和 wD =zo + |, fls, yds, 
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两 式 相 减 可 得 
ie 一 WDI< tts, oc)1- es, Wales| 


<L I locs) ys) ds | 


[| 
< If ”1p(s) Ye lds 
<hb max Ioet) -Yt)| 。 
Tittle 


于 基 
max ， [Pet) ~ DTAL ,max  ， [wt — YE)1 。 


Tt—4rl 


如 果 max1p(D 一 2 和 | 短 0， 则 当选 取 h, 使 2hL<1( 注 意 解 w(t 和 
$0) 都 是 在 上- te sh 上 存在 的 )， 就 得 到 了 矛盾。 所 以 pf 个 和 
名 区 在任 一 加 | SN 上 恒 等 ， 邯 氏 从 兰 民 全 上 唯一 性 获 还 ， 

例 1 说 算 形 域 及 = ft， 区 5 上 | 受 1，|z| 运 1}， 试 求 始 值 问 


是 d. 
x 
{7 12+xt 
0}=0 


的 解 的 一 次 、 二 次 近似 ， 
解 根据 定理 1， 这 里 a=6=1， 而 M=max|i? +x*| 2， 
所 以 RN=minf1l， 二 ) = 去， 逐次 近似 序列 在 | 所 二 上 一 致 收敛 ， 
与 疹 慎 问题 等 价 的 积分 方程 为 
z(t)=0+| Eee +tCs) ds, 
零 次 近似 取 为 z=0， 则 一 次 、 二 次 近似 分 别 为 


: . 413 
z= cs +0)ds= 本 


= 154 b 


: | 4 47 
=:CD=| [= + 人 ) 二 -二 + ts 
向 2 设 相 区 域 D= {C+t， DT o0, ~ CoNT+o0 
内 ，fCf，z) 继 有 旦 [ft，2) | 寺 k (常数 六 试 证 对 于 一 切 ! 产 fo, 巡 
值 问 题 
[0 x), 
zf ) = ro 
的 解 xt!) 丰 在 。、 
证 明 对 于 任意 的 4>0，P>0， 佐 形 域 R= {Cf, 2 fost 
Sito +a To -Perero +b}CD, 击 


max {ftt, ry| = MK, 


因此 ， 根 据 定理 1， 当 Ps<t<fot+ min (a， 吉 时 , 壤 信 问题 的 


解 存 在 。 
由 于 a、6 可 选取 任意 大 的 正 数 ， 即 =min(a， 闻 -) 可 以 任意 
天 ， 所 以 对 一 切 i 宇 1。，， 解 z(f) 存 在 。 


§ 3” 存在 性 定理 


现在 我 们 继续 研究 方程 
笋 = Hb x), (3.1) 
其 中 人?，22) 是 CI，x) 平 面 上 某 区 域 DD 内 的 连续 曾 激 。 关 于 (3.1) 


的 解 的 存在 性 问题 ， 曾 经 引起 很 多 数学 家 的 注意， 即 考虑 /im) 
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庶 具 有 什么 条 件 ， 方 能 保证 解 是 存在 的 。 历 史上 景 早 回 答 这 个 问 
题 并 给 以 严格 论证 前 是 哥 西 。 而 意大利 数学 家 皮 亚 诺 (Peano) 在 
只 假定 (3.1) 右 端 函 数 Ft 2 连续 的 条 件 下 ， 首 先 建立 了 满足 初 
始 条 件 
rtf) = ty (C3.,2) 

的 解 的 局 部 存在 定理 .后 来 有 不 少数 学 察 作 了 大 量 的 工作 ， 在 这 
里 我 们 殉 用 的 诈 明 力 漠 是 亡 拉 折线 湛 。 所 博思 拉 折 线 没 ， 就 是 用 
由 直线 磺 段 组 成 的 折线 去 冯 近 微分 方程 的 积分 曲名 ， 而 构成 这 条 
折线 的 每 一 线 服 ， 都 位 于 积分 曲线 的 切线 上 。 从 某 种 意义 上 讲 龙 
擂 折 绒 是 方程 的 一 条 近似 解 曲 线 。 显 然 ， 构 成 折线 的 每 个 线段 越 
短 ， 近 似 程度 越 好 . 

现在 先 给 出 e 一 解 的 定义 。 

定义 1 车 二 数 p() 在 区 间 I(ICD) 上 连 纱 ， 并 且 满 足 ， 

对 于 tiET, (tb (YED, 

8) 除去 1 的 有 限 个 点 外 ，pC 四 连续 可 微 


<) 在 .99 存在 且 连 续 的 那些 点 上 ， 


-ftt, plse 
基 称 炒 数 w(t) 是 方程 (3.1) 的 在 区 间 I 上 的 一 解 。 

引 理 2 设 在 区 域 R= {Ct,， sw) | 一 to | 所 9, [2 x, |<} 
上 上， 函数 F 本 区 连续， 则 对 尾 意 的 se>0, 方程 (3.1) 在 |i 一 | 专 


h 上 存在 满足 条 件 (3.2) 芍 一 解 P(t)， 这 黑 ，h=min(a， 忆 -)， 


五 
M 
M = max|f(i,x)!, 


证 明 我 们 的 证 明 仅 在 区 间 [to，f。+h] 上 进行 ， 至 了 于 在 
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[to 一，#6J] 上 是 完全 类 似 的 。 因 为 Ht ,2) 在 R 上 是 一 臻 连续 的 ， 
所 以 对 任意 的 <>0, 总 存在 着 6(e)>0， 当 (t,x) ER, (了 ,zz)》 
和 RR 而 |t- 了 |<d(e), 1x-- 2 <6e) 时 ， 使 得 


1FGE， 国 一 成 王 2)| 生 es (3,3) 
部 分 区 间 [t6，#6。 + 有 ]， 其 分 点 为 
to ft CE 
使 得 
marilts— ti |<max| oe), -> |. 
今 在 区 冰 [to，to -3 上 作 尤 拉 折 线 ， 就 是 定义 函数 9 的 如 
下 ， 
pt) = 0, 
P= pts FF PIE ty 
ti tt Kcl 2 Ns (C3.4) 
“我 们 来 证 明 ， 函 数 PC) 是 方程 (3.1) 的 在 Tf，t。+&I 上 的 e 一 解 。 
显然 ， 芍 数 pC 人 在 区 间 C-1 4 区 二 1，2，*…，n。) 内 连续 


可 徽 。 其 次 ， 当 上 二 ET 加，ta + 了 站 上 时， 有 
[Ip ~ yt) MIt- F| (3.5) 


事实 上 ， tf [fi 1 时, 我们 有 有 
PY = pb) tA PN 1), 
PCE ISP Ff sy PAD CE fi) 


从 而 _ 
[Pe —p Ct)|= 1 Pt)d| It- + | 


ME | 
“157 + 


容易 署 册 ， 对 于 了 ETts, fr] tetoritatirl] Cm tlt len) 
时，(《38,5) 式 也 成 立 。 特 别 地 得 出 

[PD — pO DI EMIt- i SOE). 
所 以 ， 由 (3.3) 式 可 得 


[fe pe fet, pti.)1~ fCt, pO] <e, 


以 上 表明 ， 前 数 p( 四 满足 定义 1 的 全 部 条 件 。 所 以 PC(i) 是 方程 的 
<- 一 解 。 

为 了 建立 存在 性 定理 的 证 明 ， 我 们 还 需要 提出 一 个 重要 的 引 
理 。 为 此 ， 先 阐述 下 面 概念 . 

定义 2 设 F= {fC} 是 定义 在 区 间 [a,5] 上 的 函数 友 ， 如 果 
存在 一 个 常数 M>0， 使 得 ?中 的 所 有 遂 数 关切 ， 都 满足 | /CD| 反 
M， 别 称 函数 族 F 在 [a，b] 上 是 一 致 育 界 的 。 

定义 3 设 F= {f(t)} 是 定义 在 区 间 [a,bI 上 的 育 数 族 ， 如 果 
对 于 任意 的 >0， 总 存在 着 6(8)>>0， 使 得 P 中 的 所 有 函数 了 (4)， 
当 f ,了 €E[a，6]，11~ 了 了 |<d(e) 时 ， 都 有 

[FAD -HI)|<e, 
刚 称 函数 族 下 在 [2，6I 上 是 等 度 连 续 的 。 

3 引 理 3 (Ascoli.Arzela 引 理 ) 设 F = (rp] 是 定义 在 有 界 区 
间 [9,5] 上 的 无 限 函 数 族 ,在 区 间 [e,5J 上 一 至 有 界 日 签 诬 韦 续 , 则 
从 F 中 必 能 选 轴 一 个 在 区 阅 [o，5] 上 一 至 收 全 的 浅 数 序列 {f,C1)} 
Ci = 1, 2 PPT 3, 

证 明 ”因为 函数 覆 F 是 一 致 肥 界 的 ， 即 存在 常数 M>0， 全 得 
毒 一 大切 Ezj 都 有 1/ 扩 i 所 于 所 以 中 每 一 函数 的 图 形 完 全 位 
于 矩形 域 R， 

了 5 人 


的 内 部 图 4 一 1), 今 取 si 一, 由 于 丙 数 族 PF 妖 度 连 续 , 所 以 对 


二 6,， 就 存在 O15,)>0。 当 了 EL4， 的 ，|#- 了 | 所 6, 时 ,对 
于 任 一 f(ty EE， 部 有 


1D -HY a 


i 


[7 


-TT 一 -4 一 一 + 一 - 


. 疼 4 一 1 
我 们 用 平行 于 点 标 轴 的 直线 ， 将 短 形 域 K 分 成 有 限 个 高 为 &1 
帘 为 小 于 或 等 于 5 的 小 征 形 。 根 据 s: 和 60; 的 选择 ， 在 那些 以 相 镶 
二 重 线 为 界 的 锅 直 长 条 上 ， 阔 数 族 F 中 的 每 一 个 甬 数 ， 它 的 图 形 
最 多 只 能 经 过 每 个 长 条 中 相 邻 的 两 个 小 矩形 ， 面 这 样 的 小 矩形 对 
是 有 限 的 ，F 是 无 限 函数 族 ， 于 是 在 每 个 长 条 中 ， 至 少 有 一 对 相 
邻 的 小 矩形 内 ， 有 F 的 无 限 多 个 函数 的 图 形 通过 。 这 样 一 来 ， 我 
们 就 找 出 一 个 以 折线 为 边界 高 为 3s: 的 多 边 形 ， 在 此 多 边 形 肉 , 售 
有 F 的 无 限 多 个 汲 数 的 图 形 ， 记 这 些 一 数 为 F,={f "(2)}, 它 色 
会 于 FF 内， 有 即 F, PF。 
了 


对 于 函数 族 P,， 取 se, -= 3 ， 象 前 面 一 样 ， 作 同样 的 讨论 , 便 


得 到 无 限 函数 族 F, 一 {f(t} 包 合 于 PF, 内 ， 即 PF,CF,CE。 并 
且 ， 对 于 任 窟 1 CD、f5 (1) EF,，tELa， 的， 都 有 


OD -fC S20 = 


继续 这 样 作 下 去 ， 我 们 就 得 到 函数 访 F,， Py, 0 Fig os 
FF, 必 P 习 B 坟 )， 今 从 Fi 中 尾 取 一 个 丽 数 11)， 从 F， 
中 任 取 一 个 不 同 于 f《 四 的 函数 (1 ，*…"， 从 Fs 中 任 取 一 个 不 同 
于 fA), at)s ny 疡 -1 的 后 数 fit)s 如 兹 继续 下 去 ， 最 ， 
后 我 们 就 得 到 一 个 函数 序列 {fCD}Ch=1， 2 

按照 以 上 的 作法 训 知 ， 对 每 一 个 正 整数 np， 有 从 矿 ( 思 开始 后 面 
将 小数 图 形 都 包含 在 从 折线 为 边界 高 为 2e, 的 多 过 形 内 。 因 此 ,对 
于 任意 的 自然 数 x 和 (>n)，fELa， 门 ， 都 有 

fCD ~ fa D120 = 

依据 再 西 改 伍 诛 理 ， 它 在 有 限 区 间 [e， 的 上 一 致 收敛 。 

定 再 4.2 设 在 区 域 R= {Ct, 3): |f-io|a, |x~-x0 1 <2} 
上 ,函数 Cf，zx) 连续 ， 则 方程 《3.1) 在 区 间 |f -toi 起 hn 上 ， 
至 少 存在 一 个 解 P(1》， 且 满足 初始 条 件 9(fo) =zo， 其 中 =min 


(a, )， M= max|fti, 2 。 


证 明 我 们 考 虚 数列 Sj>8>: 守 这 且 lime, =0, 要 
据 习 理 3， 对 于 每 个 am， 方程 (3.1) 在 区 间 |t 一 t+,|< 志 kh 上 存在 a。 
一 解 p.C(1)， 而 且 P.《10) 一 ra， 于 是 我 们 得 到 郑 教 序列， 

1 Vatt), es Tutt), I 
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因为 对 乎 任何 8，t， LEfi 一 pf 二 了]， 册 (3.5》 式 有 
.pty gt fy SMI t+] 《3 .67 


让 了 =+.， 斌 得 到 
| pnt) | + MR, 


所 以 函数 库 列 {g,( 切 } 在 |!- alsp 上 是 -- 吾 有 界 的 ， 其次， 序 


列 {qs} 也 是 等 度 迷 续 的 ， 因 为 对 于 s>0， 渴 取 3= 二 :那么 由 


(3.6) 式 ， 当 1+- 了 |1<6(e)? 时 ， 对 任意 的 和 都 

Ha Ct) 下 了 < 
因此 ， 谍 据 蛋 理 3， 有 从 序列 {9e( 的 } 中 可 选 出 在 区 间 时 -SR 
一 致 收 伍 的 子 序 列 ， 

Yn CF), pot), py 和 Ch): 
设 序列 {pst 的 极限 函数 是 只 划 ， 显 热 ， 的 自在 [一 二 在 
上 注 读 ， 且 满 是 初始 条 尾 Ptfo) = Yo。 | 

现在 来 证 明 ， 王 数 == Y 人 (1 就 是 方程 (3.1) 的 一 个 解 。 事 实 

上 。 由 于 PP, 站 是 方程 (3,1》 的 5 一 和 解 ， 因 此 ， 当 [ft- to | , 
有 . 


A = Ses ft, ph 


:居于 
ACI)=0, 在 H 睹 -| 志 k 的 其 它 8.7) 
点 上 。 
而 |.(04) | <， 注意 到 q(t0)= x 由 上 可 得 
Pi) =r + | fstp Cs) Yds + | A Cs ds, 
特别 地 有 
9 175。 


Olt rot {fs pols Ydst+ 人 44 (3.9 


让 rc ， 对 (3.8) 的 两 端 取 极限 ， 注 意 到 (i，) 的 一 至 连续 性 
及 内 列 {w。 (有 )} 的 一 致 收敛 性 ， 便 得 到 


pO) =2o + | fs, pCs))ds, C3.9) 


而 lim|, 4。,Ce?as=0 是 由 14 (1 | <ew, 与 Hm #., =0 推 得 的 。 要 


据 引 理 1，wp(f) 有 既然 是 积分 方程 满足 P(t,)=2 的 过 继 解 ， 它 也 蚌 
始 秆 同 题 (3.1)、{3.29 的 解 ， 从 而 定理 2 获 证 。 

许多 例子 表明， 对 于 方程 (3.1) ,如 时 仪 假定 省 端 函 数 人 (1 ,7》 
在 区 域 DD 内 连 把 ， 就 不 可 能 保证 解 的 网 一 性 ， 例 如 始 值 问题 ， 


{ 基 = Cx>0) 
zt = Ds 


而 区 域 D 是 在 上 半 平 而 内 ， 方 程 的 右 端 函数 在 D 内 过 续 ,可 是 z=0 
和 = 一 ~ (i 之 0) 都 是 满足 初始 条 件 的 解 。 因 此 ， 权 保证 抬 什 问 


题 的 解 的 暴 一 性 ， 还 必须 给 右 滑 男 数 /(+，z》 再 增加 条 件 。 关 于 
这 方面 ， 有 着 各 种 各 样 的 条 件 ， 下 面 给 出 一 个 简单 的 结果 。 

定理 4,3 设 画 数 At，x) 家 (1，z) 平 面 上 某 区 域 D 内 连续 。 
并 且 关 于 7 是 间 调 非 增 的 ， 则 方程 《3 .1)》 最 多 有 一 个 满足 初始 条 
件 (3.2) 的 解 . 

证 蚜 ” 设 方程 (3,1》 有 两 个 满足 条 件 (3.2) 的 解 p1tt》 和 
人 P(t 。 由 于 画 数 Ht，2) 的 单 值 性 ， 轩 而 $C 站 和 P(t) 的 图 形 
不 能 相互 牢 过 ， 于 是 不 急 设 

Lt 
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Of 一 [全 一 人 sf] (3.10) 
我 们 有 
dotty 
dt 


=2Cp1Ct) ~ v0t) | dp -do ] 


=2C9. C0 — pC ft, Pp) ft,9) 0 
由 于 oCt,)=0， 这 样 对 于 1 这 1。， 将 有 

ott)0, 《3 112 
由 53.107、(3.ti12 得 到 

ott)=0, 
郑 P.(#) 二 Ps《 站 从 而 定理 获 证 ， 


34” 解 的 延 折 

从 定理 4.1 与 定理 4.2 可 看 到 ， 始 值 问 题 
人 9 (4.1) 
zti, y= xo (4.2) 


的 解 的 存在 区 闻 是 [fo。 ~h，f，+h]， 其 中 =min(a， 避 ) .显然 ， 
如 果 MM=maxi f(t，z)| 相 当地 大 ， 那 么 ,hh 将 相 当地 小 。 这 表明 
解 的 存在 区 间 很 小 。 然 而 ,能 否 将 解 的 存在 区 间 尽 可 能 地 扩大 够 ? 
我 们 先 看 一 个 例子 。 设 在 区 域 R= (ti 2 ~ 瑟 福 ts 于 一 < 
< 性 让 上 考察 始 值 问题 

后 ” tii, 

T= 


oles* 


这 盟 ，M 一 max(1 x2)=1+1?， a=， 6= 纪 从 而 h=min( 人 ， 
村) = 一- 人 <1， 根 据 定理 1， 解 的 存在 区 间 是 | - 一 Te， 
上 又 从 初等 积分 法 可 得 ， 


(er -| =igt, 
b 


Joltss 
而 稻 <( 和 = tt 在 ~ 3 <t< 3 内 弃 在 ， 这 里 | ~ i » -| 
Cc(-， 字 )。 此 合家 明 , 册 定理 1 所 确定 的 解 的 存在 区 间 是 可 能 


扩大 的 ， 即 是 说 ， 积 分 曲线 是 可 以 延 拓 的， 这 就 是 我 们 本 节 要 讨 
论 的 记 题 ， 

设 在 (fi， 必 平 辣 上 有 界 区 城 吕 内 ， 始 值 问题 (4.1》 (C4.2》 的 
解 存在 且 叭 一， 对 fCt,， re) ED, 选取 完全 包含 于 口内 ， CT 
zo) 为 中 心 的 第 形 玻 R， 由 定理 4,1， 可 定 出 ho, 使 始 傅 问题 在 区 
闻 [to ~ 有，fo +46J 上 存在 解 p1.ti)。 记 ff +h 一 ta 显然 Cf， 
Pits— 0)) ED, 因此 ; 满足 方程 人 dt .1) 和 初始 条 姓 
at) pts -0 7, (4.3) 
的 解 P9.(1) 将 在 [i 一，1f+8.] (E>07 上 存在 ， 那么 依托 多 
的 叭 一 性 ， 在 区 间 [fo ~ho，i] 与 [1 -hh,，ts+hh,1] 移 公共 部 分 
上 ， 应 有 gC 四 霹 msCt)。， 加 果 定 义 | 
Pt) ELE, —h,, 1 
Pt) iELis, t.—h:] 
再不 难 迹 裔 ， 函 数 > 一 P (1) 将 是 妈 值 问题 (4.1) (4.3) 在 区 酒 
Et 一 nf + 1 上 的 解 ， 这 祥 ， 俐 把 解 Pp .tt) 的 存在 区 词 往 右 

» 6d* 


pO-{ 


娩 拓 了 。 局 样 地 ， 也 可 以 往 堪 延 拓 (本 4 一 2?。 只 要 用 区 间 端 点 竹 
解 在 此 端点 的 〈 航 限 》 什 所 次 定 的 点 位 于 区 城 娘 的 内 部 ， 这 种 方 
法 就 可 继续 下 去 。 


加 4 一 2 
最 后 ， 可 以 得 到 解 的 最 大 存在 区 间 。 很 明显 , 解 的 最 大 存在 区 间 ， 
必定 是 逢 区间。 

定理 4.4 设 D 是 《f，zx) 平面 上 有 界 区 域 ， 函 数 r 一 p(t) 是 
积 值 问题 (4.1) (4.2) 在 D 内 的 唯一 解 ， 它 的 最 大 看 在 区 间 为 
(ce，9)， 则 当 f->d ~0 (或 1-xe+0) 时 ， 有 


PCCP yet)), dD1>0 (4.4) 
其 中 ，3P 示 示 有 界 区 域 D 的 边界 ，PLCt，qp(19) ,3D] 表 示 感 人 i， 
PCF)) 到 3D 的 距离 。 


证 明 设 当 7->d -0 时 ，(4.4) 不 成 立 。 那 么 必 存 在 正 数 po， 
及 趋 于 d 的 单调 递增 序列 { 失 } 全 = 1，2，…。) 使 得 
plttis PAE, GD]Jpo。 | | (4.5) 
因为 诸 点 (i PU ED, 碎 而 点 列 {46，P(ii)} 有 界 ， 依 所 从 
” 扬 周 知 的 栾 点 原理 ， 必 存在 收 误 的 子 列 。 为 简便 起 见 ， 不 妨 设 就 
是 该 点 列 本 号 ， | 
于 是 有 
所 了 看 5 


Ch pt rt, TY), kr +o0) 
显然 了 =d， 由 (4.5) 推 知 ， 极 限 点 (7 ，z》 是 D 的 内 点 ， 于 是 
我 们 能 够 以 ，z) 为 中 心 ， 作 撼 形 域 尽 一 {C(t，z)，|t~ 了 | 
<a,1z~ | 二 B}， 便 得 RCD; 设 玫 =max|f (1，z) |， 并 且 恒 


可 使 


B 
< (4.6) 


er + 上 |} (图 4 一 3 中 阴影 部 分 )， 由 于 点 列 {f;，qpCfi))} 收 竹 


于 〈f+f ，z )， 所 以 存在 正 整数 mg， 使 得 (f,，qp(1,)) ER1， 现 在 
把 定理 4.1 应 用 于 点 (ft，96Ct))， 即 用 点 (ty9(t) 代 替 定 理 4,1 
中 的 点 人 tu，zs)， 并 取 访 点 定理 中 的 和 8 为 


d= tt, b= 8 
2 
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于 是 ， 方 县 (4.1) 必 在 区 间 [b* 如 十 了] 上 存在 满足 初始 条 件 >(f。》 
= p(f) 的 解 ， 这 里 ，h=min( 了 +4-t ,与 /M)， 也 于 C4.6) 及 


i ta-t<2<2 hr = ;Ry * 所 以 R= ff +ta- tf, Nt tht | 


d+a>d， 这 宪 明 解 z=pCt) 还 可 延 折 到 
+=d 刀 的 右 侧 。 这 和 便 与 所 设 (c，@ 是 解 的 最 大 存在 区 间 相 和 矛盾, 故 
《4,.4) 成立 。 

这 个 定理 者 明 ， 人 世 于 有 界 区 域 忆 岂 的 积分 峭 线 ， 可 以 延 折 到 
任意 接近 区 域 也 的 边界 。 

当 忆 是 无 界 世 域 的 铺 形 ， 可 在 的 任意 在 界 子 区 域 了 上 应 用 定 
理 4,4 作 为 推广 的 情形 ， 这 时 可 能 有 c= - ce 或 d= + co 或 c= -co 
与 4 = + oo 等 情形 。 可 以 看 出 ， 位 隆 了 DD 内 的 积分 曲线 ， 或 者 网 于 吕 
的 这 界 或 者 趋 于 无 穷 。 

例 1 设 区 域 D 是 (f，2z》 平面 ， 试 讨论 始 值 问题 


的 解 的 延 拓 情 况 。 
和 解 ” 我 们 在 区 域 D 的 任 一 子 区 域 D={ ti, fz)， -oo<t 
<+ 吕 ，-A<x<A} 上 考察 问题 ,其 中 4 是 任意 正 数 。 问 题 的 解 


是 P(t) = 二 它 的 存在 区 间 是 ~ oo<1<1 一 十. 由 于 和 4 的 任 浊 


性 ， 扬 以 9 6 可 以 延 拓 到 -co <t<1I 肉 ， 丛 不 能 自 扩 到 ~co<f 
二 1 上 上， 最 然 ， 当 1->1 一 0 时 ，P(1)-> ++ oo0。 
上 例 表 明 ， 虽 然 方程 的 右 端 画 数 在 《tf， 妇 平面 上 连续 ， 假 
姐 值 问题 交 解 并 不 能 延 托 到 区 闻 (- e，13 上 ， 更 不 用 说 是 整个 
* 167。 


+ 二 上 上 了。 当然 对 于 定理 4.4 的 结论 ， 就 应 按 礁 广 的 意义 来 理解 
了 。 


8 5” 解 对 初 值 的 连续 性 与 可 微 性 


在 前 面 各 章节 中 ， 我 们 研究 始 值 问题 

后 z), C5.1) 

zt) = xo (5.2) 

时 ， 总 是 把 初始 数据 f 、zo 视 为 固定 的 , 热 后 再 去 讨论 方程 (5.17 

满足 条 件 C5.2) 的 解 ， 这 个 解 只 是 变量 :的 画 数 ， 可 以 想到 ， 才 使 

初始 数据 如 、z*。 变 动 时 ， 对 应 的 解 自然 也 会 随 着 变动 ， 这 时 方 竹 

《5.1) 押解 还 依赖 于 癌 、zo。 例 如 ， 对 于 捧 上 2? 一 32 时， 满足 条 

”性 C5.2) 的 解 为 式 昌 = raero， 它 就 是 自 变 量 ! 和 初始 数据 二 、 
zx, 的 函数 ， 而 且 连 续 依 赖 着 + 和 to。、z,。 

为 了 明确 解 所 满足 的 初 弟 茶 件 ， 今 后 ， 我 们 常 拒 始 什 问题 
(5.1)、《5.2) 的 解 +=q( 门 记 为 

T=Tt, fo, Xo)s 
因而 有 z=ptio, fos 0), 

我 们 知道 ， 有 关 微 分 方 鹤 的 定 解 问题 的 形成 ， 都 荐 依 粹 着 一 
定 射 实际 背 景 ， 从 实际 问题 中 提出 它 的 数学 模型 ， 若 初 寻 条 件 都 
是 由 实验 测定 的 。 实 验 中 的 测量 自然 会 有 误差 。 这 样 由 初始 数据 
的 微小 误差 而 引起 解 的 变化 问题 。 就 但 来 您 引起 了 人 们 的 重视 。 
设想 测定 ze 时， 即使 误差 很 小 ， 如 果 引 起 微分 方程 的 解 的 变化 却 
相当 大 。 那 么 这 样 的 解 在 实用 上 就 值得 认真 考虑 了 。 

众所周知 ， 我 们 总 是 希望 ， 当 !。、xo 有 柚 涉 变动 时 ， 方 程 的 

158 * 


解 也 相应 地 只 有 微小 的 变动 。 辐 时 ， 还 要 进一步 研究 解 对 初始 数 
据 的 变 忆 举 净 题 。 在 讨论 这 些 问题 之 前 ， 洁 证 明 一 个 很 有 用 的 不 
等 式 ， 

引 理 4 设 p(t) 与 1 人 站 是 区 间 [f,，f,] 上 的 非 负 带 续 函数 ， 
并 且 湾 是 


POEM+ x ps)fCsyds C5.3) 
其 中 四、K 是 正常 数 ， 则 在 区 闻 Lt,，11] 上 ， 不 等 式 


x| ‘fend 
vty Me " 5.4} 


成 立 ， 
证 明 对 于 t€Lty，i1J] 时 ,， 令 
Vt}y=M +K| gf) ds 


于 是 Vf0) 一 放 及 PCD 寺 VC1)， 义 
Ky Ot), 
根据 假设 fC1E 负 ， 从 而 得 到 


dy 
RVDF DD, 
全 ro 


和 将 上 面 不 等 式 两 疯 条 以 。 ““”“。 并 注意 到 人 恒等式， 


如 厦 攻 人 re ds 


re -KVCDACDe 


Ef de 
a “rf ne 
= |Y Ciye ] 


便 得 到 
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从 fa 到 # 进 行 积 分 ， 得 到 


x| i a 


vie Cs 


| Heoyas 
En 
四 


妈 多 CE Me 


这 喜 是 著名 前 Gronwalt-_Bcllman 不 短 趟 。 

哄 债 指出， 如 井 好 = 0 了 时， 则 从 不 舌 式 (5 ,全 得 知 PC1) 二 0 
利用 它 证 明 解 的 叭 一 性 更 为 方便 。 

定理 4.5 设 D 是 (1，*) 平 硬 上 的 区 域 ， 矿 1 xz) 在 了 内 连续 
所 请 足 李 普 希 欧 条 任 。 又 设 习 好 是 方程 


区 =Fbm (5.D 


在 区 间 [9， 的 上 有 定义 的 一 个 解 。 则 存在 6>0， 使 得 对 于 任意 
《fo zo 所 YCDD， 而 
U, ot, Eh [zu to | 委员 《5 .52 
方程 (5.1) 存在 唯一 解 z=9Cf，fo，xzo) 债 W 人 fo，fFo zZo)7 一 2 
并 且 也 在 区 闻 [ce， 乓 上 有 定 光 。 
其 次 ， 在 区 域 : 
Vasteb, fp reo- hi) (5.6) 
内 PCti，+t,，ZIo》 关于 其 全 部 变量 1，f,、 zo 是 巡 识 的 。 
证 明 选取 6,>0 使 得 区 域 四 
Ul eteb, Ir- yf) 0, 
位 于 DD 内。 再 选取 5>> 0 使 得 
de re gd, 《7 
其 中 工 是 李 普 希 获 常数 。 接 上 述 选 取 的 0， 确定 出 区 域 U, 
现在 利用 逐 抄 道 近 法 证 明定 理 的 结论 。 
+* i170* 


汉 于 Lio，xo) EU， 考 虑 积分 方程 


st, or) = ro + | Css Css te, ro))ds (5.8) 
今 选取 零 次 近似 ， 
gtt, t,, T= + oo ht,) 5,9) 
以 及 逐次 近似 ， 


和 一 + fs, Pnts, fo ,ro) ds 《5 .107 


{n=0, 1, 2, -…. ) 
可 议 证 明 ,， 当 (to xyEU, 1€ELa, 8MM(t, to, wo0} EV 
时 ， 将 有 (tf Cf， 1o，X0)) EU,， 并 且 Pp,Cf，+to，X0o》 在 VY 内 
连续 ， 以 及 满足 估计 式 
[peritts Fos Yo) — Pt, to wo)| 
Litto! 
Cr+ E91 | 
利用 数学 归纳 法 ， 当 #= 0 时 ， 对 于 if，to，Xo)EV， 由 
[9oCt, fos Zo)— Ct)| = ro ~ Bt < 和 < 
磁 明 (tf，Ppo(tf，t0o，z0)) EU i， 并 且 Pott，to，Xo) 在 VF 内 连 急 ， 
Polito, fo, zo)= 7x0, 


惊 括 所 设 ， 门 是 方程 (5.1) 在 [9，58] 上 的 解 ， 于 蚌 
b= + | Cs, YCsyyds, (5.12) 
只 而 有 


Iwo— cto)| 《5 ,117 


[Ct tomn) ~ HN = eo + fs, pakss to) )ds 
-wt -| fcs, bes) yds| 
SIso -WE + | | Nfs, Pols, toes)) 


“171*. 


-Cs $e)) ds | 


< zo ~ WE) + Iw,es t 


， | 
ew tz 1s, 


De 和 < 


这 表明 (+ pif, to, ro)) EV,, 县 由 gp 在 V 内 连续 和 (5.10) 式 
可 推 知 p ,在 V 内 也 连续 ， Pet,, Foy TC) = 


其 深 有 合计 式 
[pert, f 


-td 1ds| 


PE To) 一 多 CT To)| 


中 
= 上 + pcs, Wd +o, pcre) 


一 由 (3, pofS Yo) ~ fs, 
<r|f we, fos50) ~ Wes)1ds| 
-=r| fz -79 |as 


Ltt 


p(s)) jds | 


of [xro ~ $C] 


今 设 t<<k 时 论断 成 立 ， 证 明 4 


let, ft 
< | 入 1 


959 ED ~ yt) | 

| 十 A 一 外 
LilftF 上 Liisi | ~ 
< EDEL 
+ 由 zs ~ ei,y) 
“72 


TT” 


可 得 
lpiritt, fo sr) | = Ct oy | 


[rt 
+ | fCs, ps: Gest 00)) = Fg)) | 


Sro ~ I) ps, ts) Was | 
Levijt— tltt 
一 i -一 0 
所 |ze 一 次 1+| CT + 
?| 了 | ， 
Te 


er , 
这 吉明 人 ,Prritt, to soy) EU,, 且 Pi+1 在 VY 内 连 继 ， 
piritto, to Xo) — ro, 


又 
| 


1 
<<L f [pts, to To)— Pri Cs,t0 70) 1 


<L td es | 


i _ i 


有 邮 (5.11) 式 成 立 ， 

所 以 对 一 切 整 数 #n， 论 断 成 立 , 利 用 本 章 定型 4.1 证 明 过 程 中 
关于 证 明 近 似 序列 一 致 收 伊 的 方法 ， 同 样 地 可 证 序列 {p。(f， fo， 
zj} 在 Y 内 一 致 收 伍 , 它 的 极限 函数 pm(i ,io,zo) 是 积分 方程 (5.8) 
的 连续 解 ， 就 是 满足 

加 人 + fs,vs,te ， yds 
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且 关 于 i,t。,x。 是 连续 的 ， 
由 上 即 可 得 出 pt ,to ,xo) 是 方程 (5 . 直 在 [a ,8] 上 的 解 ; 并 且 
满足 条 件 p(t,, to,T0) 二。 
推论 ”在 定理 5 的 假设 下 ， 邵 果 解 =p(f,fo, X06) (aI 
志 扩 在 Ca,58] 上 有 定义 , 那 公 当 (fo ,xz0) Ca 志 to 所) 充分 邻近 (， 
50) 时 ， 解 pti, to ,zo) 也 至 少 在 [6,58] 上 有 定 闵 ,而 且 当 Cto，z0) 
-fo， mm) 时 ,在 [ay 的 上 -- 致 地 有 


人 (了 on Ppt, Fy, xo), 
定理 4.6 ” 设 在 (ft ,z 绊 曾 上 的 区 域 P 办 ， 攻 数 f(t,2} 过 续 ， 


且 关 于 zx 有 连续 含 导数 于 ， 则 方程 (5.1) 的 解 z=9(ituyzo) 作 


为 tfozi 的 函数 ， 在 它 存 在 前 区 域内 是 连续 可 微 的 。 
证 明 考虑 到 定理 4.5 欧 证 明 ,我 们 可 以 在 定理 4.5 中 的 区 域 
Y 内 讨论 。 我 们 需要 证 明 在 Y 内 ， 


0 -az tea) 存在 目 连 续 


OP ,it ,Tr,) 
0) 一 存在 且 连 续 ; 
首先 证 明 @ 四 ,因为 PCffoyzo) 作 为 [的 函数 是 方程 65.17 的 解 ， 
所 以 有 


Sp =ft, Pt, to 20)), (5.13) 


号 了 7 省 


OP ,fo ,To) 
一 存在 且 连 续 。 


其 次 证 明了 站， 我 们 从 导数 的 定 立 出发， 如 果 盖 商 
Ap pittorio t+ ArTo) PF to To) 
Axs | Aro 本 
当 4zo-*t 时 ， 它 的 极限 存在 日 连续 , 那么 就 可 得 铬 结论。 为 时， 
不 妨 形 式 地 将 (5.13) 两 端 对 ro 求 偏 导数 ,并 交换 左 端 求 导 数 次 序 ， 
可 得 
oa QAPCt, to ,Xo OPCr,t :Tn) 
ft 
设想 2 如 果 存在 ， 它 应 当 是 一 阶 线性 方程 


ft vt ,te 《5 .14? 


plastosro t+ ar or + Aro, Plos to yrTo) 一 Zoo 

因此 ， 当 {=+1, 时 ， 差 商 
Ag 
Ar, 


这 表明 作为 方程 (5.13}) 的 解 ， 还 应 当 洞 是 初 始 条 性 
ufo) =1, | {5.15) 


基于 上 而 的 分 析 ， 在 区 域 Y 内 ， 要 证 明 极限 im -人 2 存在 
. 二 自 


= 1 


且 连 续 ， 只 须 证 明 差 商 的 极限 正好 是 始 值 问题 
后 ee 
uli) =1 
* F753 和 


的 解 xC1)， 基 
lim_ SP wet,t,,1), (5.16) 


CE | 
罕 钱 性 方程 的 解 在 区 域 Y 内 存在 且 连 续 。 
为 此 ， 设 (i ,fo ,X00)， Cf,fo ro ATEV, 
于 是 
piso To + Ar) = ro + AT, 十 {fesspcs, to 
+ ATn yds 


Pp Ct, i, ,Th 一 区 + ssecs,t "To ds, 
两 式 要 被， 并 利用 所 设 -3 和 9 的 连续 性 ， 得 到 


Ap =Az, + Cf.ls.plssto re) + ylAvds 


其 而 有 
=1 + Ef. pC, 1s,70) + 2 ds 
(5.17) 
其 中 + 与 # to szo az 有关。 对 于 6 所 1 生 以 参见 定理 4.15 推 论 ) 
当 4Axzo 一 0 时 ， 一 致 地 有 | 
Y>0. (5.18》 
又 从 始 值 问题 (5.14》 (5.15) 推 得 


1 一 卫 二 | esecs， {os to uCs, to ds, 


A 
Aryp 


| 5.19) 
了 Ap ' Ay 
dp D+ (HE 
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一 让 》 二 YuJds, 


当 t,t<6 时 ， 


Fal _ 
人 AT 


r spss to 7 二 了 |] | 总- 
+ [Yiullds, 


注意 到 f. 及 始 值 问题 (5.14) C5.15) 的 解 在 区 间 [o,8] 上 的 连续 
性， 因而 存在 常数 Ki 汪 0 和 KK,>>0， 使 得 i | 二 及,，|w| 扎 站,; 责 
据 (5.18) 可 知 ， 对 于 任意 > 0， 存在 3(8)>0, 使 得 肖 47， < 
(42) 时 ， 有 


iri<e, 
由 上 可 得 
分- | <| | +e | 各 | + sz， 
eKsth a) + (CK, 9 | 人 la 
根据 引 理 4， 得 到 
总 一 | <eRb -etm 《5.20) 


eK hb— qe 
对 于 4<<1<+, 可 作 关 似 讨论 ， 于 是 对 于 a<<1<5(5,20) 咸 立 。 
所 以 当 Az ->0 时 ， 一 致 地 有 


即 284 ses》 看 在 且 连 续 ， 且 与 #1,14,1) 一 至 
0 
.4j7 。 


类 似 地 可 以 证 明成 立 ， 255e2e2 将 仍 是 线性 方程 
(5.14) 的 解 ， 只 是 满足 初始 条 件 ， 
uate = 一 FE Ze? 《5.21》 
关于 (5.21) 可 推导 如 下 ， 当 # 一 后 时 ， 


Ap po tut Afo, ro) ~ A ero) 
人 Ato 


a Plostot Ato, so) Phto tATo ,to tAfo Ty) 


At, 
1 fa 十 二 上 


和 -A J dp(ls, to + At, ,xo) 


-天 人 ”fseGsn + ,zo ds, 
由 于 9? 与 1 的 连续 性 ， 当 4to 一 0 时 ， 便 得 
ap | 


_， = -toyro)。 
定理 获 证 。 

利用 一 一 阶 线性 方程 的 求解 公式 ， 从 定理 4， 5 的 证 明 ， 立即 可 得 
解 对 初 值 前 微 离 公式 ， 


OP fis) ，。 
dro 


J] | 了 了 


和 后 ， 222 


GCCFE t, ,ro) = ff zoe)! 让 


ots 
(56.23) 


侧 1 已 知 方程 为 -99- =sinC12)， 试 求 ， 


OTCt ,It, :209 | drtt, {0 sm) 
oe ER 
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让 因为 方程 的 右 端 函数 满足 定 各 4 6 的 条 件 ， 也 不 礁 肖 得 次 


尼 *C43<0 的 方程 的 叭 一 租 拓 0， 
于 是 ” 
OCT | Sseongds el’ 
BR | 


Dr(t, to, Tro) | 
dto 


{iscorgd: 


+0 = — Sinde 一 站。 
荐 om 站 


习 题 


1。 求 下 列 始 值 问题 的 鲜 的 一 次 。 二 次 近 租 ， 


[le <1) 
{2) 
XC—1)=0, | 

2。 求 泪 定理 1 中 始 信 问题 的 真 解 mCi) 与 其 kK 次 近似 LD) 的 误 鳖 ， 满 


Fp -pty [< 9 


3. 求证 fC,x}= | 在 


af 
闪 奖 


但 李 普 希 欧 条 件 处 处 


砧 立 。 
4， 设 站 是 [to yfo+ 0) 上 非 负 连续 卫 数 ， 并 且 满 足 


“eK| wtsyds。 (KK 为 常数 ) 


试 利用 宕 弄 1 中 的 箔 计 方 洁 ， 证 蜡 在 Cio ,fo + 上 ut) = 0。 
5，。 设 所 0) 是 ( -m+ 0) 内 这 后 通 数 ， 且 满足 
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1 一 1 
其 中 还 常数 L<1, 试 证 明 方程 x = 72 存在 叭 一般 。 
6。 殿 uCi)、vwCf)、ww() 在 区 间 ffoyts + 0 上 烷 续 ， 又 卫 们 >>0 着 
且 潢 足 平 殖 式 


Wt otty + | 
t 


证 明 在 Cio，#o + 9 上 
t 


ut vt) + | tsIV (se 


上 
Ih Wirydr ye 


成 立 ， 


其 次 ， 如 果 v(D 在 Fto ,fo+ 中 上 还 是 非 负 单调 不 减 淆 数 ， 则 在 Cio ,to 十 
a 
Fi weyds 
ut) utye 
成 立 ， 


7。 设 wtf)、vCt) 丰 Cfoyfo 十 人 上 上 连 张 ， 上 旦 清 足 


uu) CKuCs) + uCs) Ids, 
其 中 是 科 常数 .证 明 在 Ctosto + a 上 
wyeuttoye in :| vsye”' "ds 
顾 交 、 | 
8。 设 F(hx? 关于 i 和 x 是 连 找 柯 装 的 ， 又 x=p(lfosxo) 是 方程 -6 


= ftf;x) 移 解 ， 证 明 恒 等 式 


mtl ,torno) + apti, to, wo) =0 A 
afo Er " 


9。 设 汕 数 J1(1,x) 与 faCt,x) 在 平面 上 某 区 域 吕 内 连续 ， 且 满足 
Filtyx) fa t,x 

又 发 pi (bb 与 Bat 分别 是 始 信 问题 
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sw dx - 
{ F=f 与 | CCt ,ee 


(to) = Xo Xlfo}= Xo 
的 解 ， 那 人 委 
当 丰 > 二 有 时， 在 Pi1(1) 与 gatt) 者 有 定义 的 区 间 上 上 上， 满足 $1 C1) 之 p30 
当 f 之 6 时 ， 在 和 1(t) 与 四 3t 站 都 有 定义 的 区 阅 上 ， 满 足 p; (1) 守 冤 0》 
10. 设 fC ,x) 在 平 宙 区 域 R， 
I1-fol <o, x-xol <b 


上 连续 ， 又 设 x= pn) 与 x = 如 (四 分 别 是 始 值 问题 
dx _ Hx _ 
a en 


(ty = xn x(t0) = Xo 


的 解 Cf 一 fo] 所有， 其 中 5m>0! 且 当 天 盖 生 时 ，ar 单 调 地 条 于 零 ,证 明 ， 
《iD 当 而 盖 o 时 ，9rf 门 与 #n 人 分 别 赵 于 始 仿 问题 


Ex _ 
je 
Xf0} = Xo 
葛 解 中 (区 与 更 () 
(2) “= 中 (与 <= 六 (中 分 因 是 方程 -人 = 了 1 和) 在 Ctevts + 如 上 的 


量 大 解 与 最 小 解 ， 就 是 对 于 


(dx _ 
; Bt) 
Cfo) = Xo 


的 任 一 解 9(1)， 不 等 式 
pSED), vi 
在 P、 中 ,各 有 定义 的 区 间 上 都 成 立 ， 
(3》 x = 力 () 与 *= 殉 (1) 分 别 是 方程 = /tb 的 在 [fo ~ 如 to3 上 


的 最 小 解 与 最 大 解 ， 就 是 对 于 
wR" 


dat 
Xn) = Xo 


人 = fC, x 


的 任 一 御 tC， 不 笔 式 
mp pu ELPA 
在 wy， 中 ,有 定义 的 区 间 上 都 成 立 、 
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第 五 童 ” 这 值 问 题 


31 引 者 


萄 儿童 中 我 们 已 经 讨论 了 常 微分 方程 的 娩 什 问题。 在 生产 实 
际 中 ， 还 提 册 了 另 一 类 定 解 问题 ， 即 本 章 要 讨论 的 边 值 问题 。 在 
这 一 章 中 ， 我 们 主要 介绍 二 挤 线 性 方程 的 进 值 问题 。 

对 于 二 阶 微分 方程 | 

TAKE 一 FE et， (1.1) 
其 中 函数 7Ct,z ,x 人) 是 已 知 的 。 设 定义 解 的 区 间 为 != [az ,通常 
我 们 把 在 区 闸 I 的 两 个 总 点 处 所 给 的 定 解 条 件 ， 例 如 

Ka 一 站 2 一 所 (1.2) 
叫做 边界 条 件 ， 把 求 方程 (1 ,1 满足 边界 条 件 (1 , 纯 的 解 的 定 解 癌 
址 ， 网 做 边 什 问题。 我 们 知道 ,(1,1) 的 始 值 问题 要 求 的 是 在 定义 
解 的 区 邱 内 自 变 量 一 个 值 处 满足 两 个 条 件 ;， 而 进 值 问题 机 求 的 却 
是 在 定义 解 的 区 疗 的 两 个 端点 处 各 汪 足 一 个 条 件 。 下 面 以 一 个 最 
简单 的 二 阶 方程 为 例 ， 来 说 明 我 们 要 讨论 的 问题 

在 区 间 1= [0,13 上 考虑 边 值 问题 

{0 (C1,3) 
0) =1, TC1)=2, C1.4) 
已 知 C1.3) 的 通 稻 为 
了 一 CI reot 
由 边界 条 性 41,.4)， 得 到 
» 783 。 


zfC07=Pieco0=1， 
EC 一 Ci 十 Ch 一 2。 
求 出 ce: = 1，ca=1。 从 而 得 到 边 值 问题 人 1.3)，(]1 ,4) 的 和 解 为 
wt)=1+i, EL[0 ,TI]。 
通过 直接 验证 ,可 知 子 数 z(1)=1+t 是 满足 方程 民 .3) 和 边界 
条 件 (1.4) 的 。 这 里 可 以 看 出 , 定 解 条 性 与 定义 解 的 区 间 的 两 个 端 
点 值 有 关 ， 
常 微分 方程 的 边 值 问题 ， 景 初 是 在 考察 数学 物理 的 经 典 问题 
时 提出 的 ， 进 而 在 科学 技术 中 也 经 常 晒 到。 如， 
研究 河渠 中 的 流体 流动 时 ， 就 遇 到 边 值 问题 
[> + r= 1 (OEte1) 
TC0) =201) = 0 
考察 均匀 杆 受 到 向 向 力 时 ， 研 究 村 的 变 昌 规律 提出 了 边 值 问 . 


题 
他 0, (0at1) 


(0) =xC1)=0 
在 化 学 反应 理论 中 ， 提 出 边 值 问题 


dix dz 
a T+ P=0, (OSts1) 


— 2 C0 Tar =0, 1)=0 
讨论 过 两 定点 的 最 链 线 时 ， 提 出 了 这 值 问 题 

fe, (a<zreb) 
Va}=A We)= Bs 

研究 单 粒子 一 维 势 阱 运动 规律 时 ， 提 出 了 边 值 问题 
fe (QTE0) 
0 =xt0)=0, 

有 


以 上 提出 的 边 值 问 题 ， 大 致 上 可 分 为 两 类 ， 一 类 是 所 考 碰 的 
方程 及 边界 条 性 中 至 少 有 一 个 是 非 线 性 的 ， 这 类 边 值 问题 叫 敌 非 
线性 边 值 问题 ， 另 一 类 是 所 考虑 的 方程 及 边界 条 件 都 是 线性 的 ， 
这 类 边 值 问题 也 做 组 性 边 值 问题 ， 前 面 已 经 说 和 过， 我 们 考 虚 的 主 
要 是 线 福 边 值 问题 ， 

一 个 含有 参数 的 二 阶 线性 方程 的 一 般 形 状 为 

pogKTtOz I + POYr + [pot +t pI)JT= CD) (1.5) 
再 与 人 1.5) 对 应 的 线性 齐 次 方程 为 
了 0 改天] TPIT + LPAI + APAtt YT=0, 《1.6) 
其 中 4 是 参数 ，PiCiD EC AD Ci=0,1,2), ps(t)、 f(D ECOD. 
以 后 著 无 特别 说 明 , 我 们 总 是 认为 这 些 条 件 蚌 满足 的 ， 
方程 (1.5) 或 届 .6) 的 线性 过 界 条 任 ， 一 般 为 
Ur) ea 0) +t OI (C0) BL rb) tT B12 Ch) =r,, 
(1.7) 
Ur yy, Co) + os Co + RB rh) + Bat Chy = r,s, 
其 中 et，Bi;，riCi,j=1,2) 痢 是 实 常数 。 当 ri ==rs=0 时 ， 刚 有 
U(r (0+ or (Ca) + By sth) + By sr Ch 一 0， 
(1.8) 
UCr) ea a) to sr a) t+ Bo rth) + Bsr Cb) =0, 
显然 ， 定 义 在 1 上 的 对 任意 一 个 连续 可 微 孙 数 xtf)，U,(z》 和 和 
U (2) 都 是 确定 的 、 我 们 称 U(Xz)、Ustz) 为 边界 算 于 。 容 易 验 
证 ，UiCz)，Uas(z) 革 于 zf 、z (人 是 线性 的 ， 即 有 UiCetzi+ 
1 区 t+ era).U (Cr) + 
CU (rs), 

由 (1.5) 和 (1.7) 组 成 的 定 解 问题 ， 叫 和 散 非 齐 次 边 信 和 问题， 由 

《1.5) 和 (C1,8) 成 (.6) 和 (C1.7) 组 成 的 定 解 问题 ， 岂 做 半 齐 次 边 值 
了 多 


问题 ， 由 (1.62 和 (1.8? 组 成 的 定 解 问题， 叫做 齐 次 边 全 问题 。 常 
微分 方程 满足 边界 条 忻 的 解 叫做 边 人 问题 的 和解 。 很 明显 ，x(1,4) 
三 0 是 齐 次 边 值 问题 的 解 ,这 个 解 称 为 平凡 和 解 当 齐 次 边 什 问 题 的 . 
解 xtt ,和 ) 寺 0 时 ， 就 称 为 非 平凡 解 。 
例 1 已 逢 

rtty=c0st, w(t =sinf, teECO,x] 

Ur)=2r0) TIT C0) + Br) Tr CR), 

Ur) + 72 0) FT TLR + BX! (AF), 
束 U LCE)、U4CR2)、，U ptx;)、U Cx) 的 秆 。 

解 这 里 411=2， G3 一 93， G41 一 5s Ws=7 Blt=3, Pils 

=2, Bs1~=7， PBs 二 5， 而 
F000=1 ri)=0, rR)= -1 rir)=0, 
TA 20 rt0 =1, FtA)=0, THI= ~ 1, 
所 以 
Ux}= -1 U(r)=1, 
UT)=—2, U(rs) = 2. 

在 第 三 章 中 我 们 曾 提 到 ， 二 阶 线性 齐 次 方程 的 解 族 ， 构 成 一 
个 线性 空间 ,这 个 解 族 的 基本 解 组 中 有 且 仅 有 两 个 线性 无 关 的 解 ， 
而 任意 两 个 声 性 无 闫 的 解 均 可 取 作 这 个 线 考 空 间 的 基 。 于 是 右 性 
齐 次 方程 药 解 〈 自 然 包括 边 值 问题 的 解 》 都 可 用 这 个 基 来 钱 性 者 
出 。 即 ， 若 zi (Ci )，r7zCtX) 是 方 各 人 16) 的 基本 解 组 ， 则 

OFM = TA TOT 下 和 
其 中 c1，c: 是 任意 常数 ， 是 二 阶 线性 齐 次 方程 的 透 解 ， 

一 般 说 来 ， 壕 值 问 题 不 管 在 理论 上 还 是 在 实际 问题 中 都 比 始 
恒 问 题 要 复兴 得 多 。 这 一 点 ， 后 闸 我 们 将 通过 一 些 简单 例子 来 说 
地 。 
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$2 可 解 性 定理 


本 节 我 们 研究 在 升 么 条 件 下 51 中 提出 的 三 类 线性 边 信 问题 
可 解 ， 即 解 存 在 芽 叭 一 。 
定理 5.1 设 z.(t ,NN)，Xs《t ,入 ) 蚌 方程 
po tiYrr + Dp (tr + LpaCt) + hp Ct) r=0 C2.1) 
的 基本 解 组 ， 则 由 (2.1) 及 


U(r ro ter Ca) + Btwb) 
+hisr! Ch) =r,, 


Ur) Tra) tar (ao) + Brthy {2.2) 
+hB sx th}=r, 
组 成 的 半 齐 次 边 信 问题 ， 存 在 唯一 解 的 充 要 条 性 是 ， 
A=U (x U(r ~ Ur U(r SO (2.3) 
证 明 ”党 证 充分 性 。 册 于 zt 、zsfi 是 方程 (2.1) 的 
正本 解 组 ， 因 此 2.1 的 通 解 可 表示 为 


TCE MOR MT orstt NY, (C2.4) 
由 (2.2) 得 到 

UTI Ur) + eaU Cr) =r ry 

U(r) =c U0, (x) te Cr) =r,, (2.5) 


由 于 (2,5) 是 以 c1、cs 为 未 希 数 的 线性 代数 方程 组 ， 且 并 系数 行 
列 式 4 二 0。 因 此 从 (2.5) 可 解 出 唯一 的 1 和 c，。 代 入 (2.4) 式 就 
可 得 到 满足 边界 条 件 (2.2》 的 解 ， 并 且 是 唯一 的 。 

再 证 必要 性 。 由 于 (3.1) (2.2》 组 万 的 近 依 疝 古 的 解 存在 且 
唯一， 而 旦 解 又 必须 包含 在 通 解 之 中 ， 半 是 将 边界 条 提 <2.2) 慌 
入 通 解 表达 式 C2.4) 中 ， 要 使 任 总 常数 cv，5c: 唯 一 确定 ， 就 也 须 
有 《2.3) 成 立 。 定 理 得 证 。 
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例 i 讨论 边 信 问题 
T* =0, 
ULC)er{0) -z(t1l)= -1, 
Ur) 0 +r C1) <=0 
的 可 解 性 ， 
解 显然 ，1t 和 + 构成 方程 z(t)=0 前 一 个 某 本 解 组 ， 而 
UD=1, Di 一 一 UT-c1, UA(t)=1,， 所 以 
B= .CDDC- UU se0O 
由 定理 5.1 可 知 ， 此 边 值 问题 可 解 ， 
定理 5,.2 设 z1(f,NA，Zx2(t 是 方程 (2.1) 的 基本 解 组 ， 
瑞 由 (2,1) 及 
U ,xa ra Fa. rT (0) tA meh) + ,or (Ch) =0, 
Dr) XG) +t a Co) + Bo rth) + Bsr th) = 0 


(2.6) 
组 成 的 齐 次 过 信和 间 题 ， 存 在 非 平凡 解 前 充 到 条 件 是 ， 
A=U(r Ur) -U(r Ur = 0,. (2.7) 
证 明 车 证 充分 性 。 由 于 方程 (2.1) 的 通 解 为 
mF AY ECR ME Contt MY), {2.,.4) 
由 以,6) 得 到 


Ur Yaae U(r) toU (ry = 0, 

U(r 0 Ce) + eaU, (ry) = 0, 
这 是 一 个 线性 齐 必 代数 方程 组 ， 由 于 系数 行列 式 4= 0, 因 此 存在 
非 零 解 6,，c;。 代 入 通 解 宕 达 式 《2.4》 凤 可 得 到 和 齐 次 边民 问题 
《2.1)，《2.62 的 非 平凡 解 ,这 些 解 的 璃 定 可 相差 一 个 常数 因子 ,这 
是 认 于 线性 齐 次 边 什 阅 题 的 解 条 上 一 个 任意 常数 因子 后 ， 还 是 它 
的 解 。 

时 了 人 


再 证 必要 性， 由 于 满足 并 次 过 值 问题 (2.1?、(2.6) 的 非 平 凡 
解 存在 ， 当 然 这 个 解 必须 包含 在 通 解 Xf, 和》 一 Cimakty 和 ) 十 
corTalt,h》 之 中 。 因 此 ， 若 要 从 通 解 中 确定 出 这 个 非 平凡 解 ， 就 
得 要 求 c<!、c;: 不 同时 为 零 、 否 则 只 能 得 到 平凡 解 。 故 必须 要 求 线 
性 齐 次 代 煞 方程 组 
U(r)acU rm) oaU x)=0 
[| 

阿 系 数 行 列 式 4=0， 即 2.7) 成 立 。 

例 2 讨论 迪 值 问题 

XE) = 0 
U(r ~- z(t1) =0, 
U(r0) + Xt1) =0 

是 否 存 在 非 平 几 解 。 

解 ” 已 知 1，、i 为 方程 的 基本 解 组 ,而 U1(1)=0,U C7)= 一 1， 

UC1)=2，U2t1) =1， 从 而 
A=U (UA -UCIUC1)=2+0. 
由 定理 5.2 知 ， 此 边 值 问题 不 存在 非 平凡 解 ， 
例 3 证 明 边 值 问题 
了 上 + 一 0 


记 + (CON + Cr) -r=1, 


Ux)=r0) -x (0) + Cr) + CE) 一 


的 解 存在 且 准 一 ， 并 求 其 解 ， 
解 容易 看 出 ，21Ch 门 =cost X(t) =5ini 是 方程 2*+Y=0 
的 两 个 线性 无 关 饰 ， 代 入 边 异 条 件 中 得 到 
Uz) = 工 ， U2) = 25Ua(2iD 一 二 Uzi) = -2， 
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所 以 
A=U(r Ur) — U(r U(r) = — 20, 
由 定理 5.1 知 ， 此 边 值 问题 的 解 存 在 县 浴 一 。 
栅 方 程 z" +Y=0 的 通 解 为 


Ti) ce cost t+ csint, 


出 于 
VU ,C7) Se.U, CL) to Ct) = 1 e+20, =1, 
Ua Ur) Ted, CR) = 立 cl~ 2cs=2。 
茂 得 到 
1 一 3 c:=- 于 。 
从 而 求 得 边 值 问题 的 解 为 


zf) = 3c0st ~ 了 sinf。 


傅 4 讨论 边 值 问题 
x =0, 
U20) ~ zt1)=1, 
Ux) (0) +2 (C1)=1 
解 的 存在 性 。 
租 已 和 尹 原 方程 的 两 个 线性 无 关 解 疙 Tt=1.raCt= 区 
而 有 
Ua y=0, Uy) = 1, U(r) =0, U(r) = 2, 
斯 以 
A=UCrNU (rx) Ur UE) =0, 
根据 定理 5.,1， 此 边 值 问题 不 可 解 ， 邑 满 是 边界 条 件 的 和 解 不 存在 ， 
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这 个 俩 子 说 明 ， 对 于 方程 x*() 一 0， 尽 管 任 一 始 佣 问题 的 解 
存在 且 唯 一 ， 但 记述 的 边 交 问题 的 解 却 不 存在 。 
这 里 要 指出 ， 对 于 
Dox + DX tIipa thp: Ir=f(t), (2.8) 
及 (2.6) 组 成 的 半 先 次 边 值 问题 ， 可 化 为 半 齐 次 边 值 问 题 (2.1)， 
《23.2)。 素 实 上 ， 先 求 出 (2.8) 的 任意 一 个 特 解 Zo(i, 科 代入 (2.6》 
得 到 
Ur = UX) =r2y 


于 是 车 设 z (1 ,和 是 半 齐 次 边 值 问题 
Bax” + pr + Cpe + he t= 0, 
UC = ~ U(r) = —r, 


的 解 ， 则 zt A) = zt) +z0(t,) 就 是 闪 齐 次 边 信和 问题 (2.8》， 
(2.6) 的 解 。 这 是 因为 z(1 , 习 满 是 (2.8》 而 二 满 足 边界 条 件 


USUILU R= UL) +tULCz0) =0, 


Ur) =U t+ U(r, =— Ur) TrU, (rT) =0, 
例 5 ” 求 边 值 问题 
x 十 区 二 下 
U(r)=2t0) -32 (x) = 0, 
U(r)=2700) + x (A)=0 
的 解 。 
解 ”由 于 x+z=0 的 基本 解 组 为 
rt) =eost, .CF)=sint, 
上 我 们 分 两 步 来 解 这 个 边 值 问题 。 
第 一 步 ， 求 出 x*+x= 1 的 特 解 zoCt)=1， 从 而 有 
Ure)= -3 Utro) = 1 
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第 二 步 ， 求 半 齐 次 边 值 问题 
+= 人 0+ 
UCr)=20) ~ S32 {FY = 3, 
Ux)=2700) + i tA)=—1 
的 解 < (1)， 
由 于 U(x =1, U(xs)=3, Utz)=2, U(r) =— 1 
因此 
A=U(r ND Cr) ~ U(r NU (R= 一 了。 
中 
cD (r+ Ul (x) = 3, 
CU tr teU, (r= ~ 1, 
得 到 51 =0，c: =1。 从 而 
Ty) =sint, 
于 是 得 原 边 值 问题 的 解 为 
rN w+ w(t). 
即 


t=sint 十。 
定理 5.3 ” 设 (2.1) 的 基本 解 组 为 ?1 C1, 和 X)，z1(f ,ND 又 (2.8》 
前 一 个 特 解 为 ze5fD7， 则 由 (2.8)》 和 52.2) 组 成 的 边 值 问题 ,存在 
中 一 和解 的 充 要 条 忻 是 ， 
A=U ,Cr Ux) 2 UR Ur 
证 明 证 法 与 定理 5.1 的 证 法 闫 似 。 
要 求 一 般 的 非 齐 砍 、 闪 章 次 或 齐 次 边 值 问题 的 解 以 及 解 的 性 
质 是 国难 的 。 本 书 若 重 考察 下 列 三 类 边界 条 忻 ， 
第 一 边界 答 件 ， UC 和 2C9) =7，U,(2) 二 2(b} =r,! 
《2 ,9) 
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第 二 这 办 条 考 ， UT XY = Ur}=x/ (hb) roy 
(2.10) 


第 三 边界 和 条件 UX 二 WTC0) 了 TC0) 一 上 
TiCz9 三 biz 的 YA 的 7 (2.117 


由 (2.1) 和 (2.9) 组 成 的 边 值 问题 叫 第 一 过 值 问 题 ，8 由 (2.1) 和 
C2.10》 组 成 的 边 傅 问 题 电 第 二 边 值 问题 ， 由 (2.1》 和 (2.11) 组 
成 的 边 惜 河 题 叫 第 三 边 值 问题 。 当 ri = 产 =0 时 ， 三 类 边 值 问题 
分 别 叫 第 一 、 第 二 、 第 三 齐 次 边 值 问题 ， 

第 一 齐 次 边 值 问 题 欧 求解 问题 是 指 ， 如 果 在 区 间 1= Fay 的 的 
两 个 端点 上 给 定 条 忻 zC9) = x05) 0, 要求 方程 (2.1》 的 解 z(t ,和 ) 
竺 0， 使 得 xzCa) = xb =0。 这 时 ，a 和 56 称 为 xzC1 的 共 旺 点 ， 并 
说 二 而 共 斩 于 a， 而 上 左 共 斩 于 癌 。 

汐 了 以 后 讨论 问题 的 方便 ， 我 们 将 对 二 有 阶 线 性 齐 次 方程 作 些 
必要 的 变换 ， 

利用 分 部 积分 得 


1 
| xpor’ dt = rp’ i -| (zpo yy! ridt 


身 


=| zplz' 一 (rpu)/z | + | .czporzat， 


《2 .127 
» 3 b 
| xpis’ dt = spr -| (Crp) rdt, {2.13) 
各 b 
[scps + ps ladt -| =rp， 十 xpa xdt, (2.14) 
将 C2,12)、(2,13)、(2.14) 了 两边 分 出 相 加 ， 得 
b — 量 
| rzLr— ZL wydt = [spo2 一 《zpo) T+ zplz] 
(2.15) 
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其 中 
Lra=por" + Px’ + ip, + hpe jr, 
Lepr)’ ~ (p17) + Eps + MPs Ir, 
Lz 称 为 二 阶 线性 微分 算 子 ，Lz 称 为 Lz 的 共 堪 算 了 于 。 反 之 , Izx 亦 称 
为 Lz 的 共 辆 竹子 , 若 Lz= Lx, 则 称 Lx 是 自 共 邯 算 子 ， 由 于 
Lx=porr + (2p6— P12 [8 一 他 +pa+)psjr 因此 , 
当 p1 三 P: 时 ， 有 Jzs= Lr， 上 友之。 当 Lxs=1zx 成 立时 ， 则 有 P=P,， 
显然 ， 二 阶 钱 性 自 共 拔 微 分 算 子 ， 意 可 以 写成 ， 
Le=Lz= (pt) + (ps Aps)z。 C2,16) 


若 Lx==Lz=0， 称 Lx=0 为 二 阶 线性 自 共 轿 微分 方程 
一 般 地 ， 对 二 二 阶 线 姓 齐 次 微分 方程 ,只 要 potti} 二 0 且 可 被 ， 
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就 可 乘 以 正 号 函数 e。 ” ”后 ， 化 为 自 共 辊 方程 : 


CPI) AD Ae) r= 0, 2.17} 
其 中 POECD,， gD rEcD, pCO l=[a,b], 
例 6 ”化 区 拉 方 程 : 
it2xr tr fr 4 r=, I=[1,31 
汶 自 共 辊 方程 。 


解 ” 这 里 PC)=1i? ,D(C=1 ,petty=0, Dstt}=1, 
六 程 两 边 乘 已 正 导 疾 数 | 
1 = 了 Ba di] 了 
sooen fos] 
部 得 
ta + + 二 z=0， 


f 
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芭 


(tz) + Oe=0. 


方程 (2.17) 还 可 以 进一步 篇 化 。 首先 把 z" 的 系数 化 为 1。， 这 
只 要 引进 自 变 量变 换 


本 

= Ji 
妓 可 得 到 

FE + Ta) + MC) IPDz=0, (2.18) 
其 中 1 要 用 & 表 出 ， 


其 次 再 引进 变换 
_f dé 
AT) = ECEIVCT), T= Erey” 
其 中 FS 待定: 则 可 将 方程 (2 ,18) 继 续 北 简 。 这 里 
dx yr dy dr de 1 dy 


-Ve tar Vd tk dr 


dx yd oY dol dk 1 dy dr 

der Vader tar de de kidr de kdr: qe 
ud 1 dd 1 dy 1 dy 
Ur Rrdr de krdrde ky dr 
_ ,dk 1 dy 
一 

dex 
将 圳 二 的 表达 式 代入 (2.18)， 得 到 

印 

证 全 六 + + [pCtyact) + x a + hPL) jw=。， 
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d dd 
+ [etpC act) thks Gas + 和 tp(Dr (1) y= 0, 
当 pCt)>>0，r(1)>>0 时 ， 可 选择 k 使 得 ktp(1)r(f)=1，。 车 责令 


~ gi = kpC GE) + hr fat, 则 C2.18) 可 化 为 


扩 二 《一 4iKT + hy =0, {2.19) 
其 中 gz) 是 rz 的 已 知 函 数 ， 我 们 把 52.19) 称 为 刘 维 尔 正规 型 。 
例 7 把 贝 塞 耳 方程 


» 


化 为 刘 维 尔 正 规 玲 ， 
和 解 ” 这 里 pC) =1，pr)= 十， p(t) = 一 全， petty =1, 
因此 对 方程 两 边 案 以 正 号 函数 
一 Bi 一 Be] 
sonp| [2 Pade]: 重 ， 


即 可 化 为 自 共 铂 方 程 ， 
[ry C71 + (hr ~ Ye-)ycr) =0。 


令 5= | 至 -lnr， 得 到 


dy 2g 
Te + Oe -Ny=0. 
到 令 h'e*=1， 得 KC&) =e-/*。 于 是 作 变 多 
= ds _ = 
tf 上 s 2, 成 者 &=1nf， 
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y=e :rt), 
即 避 把 由 密 耳 方程 化 为 刘 维 汞 正规 型 ， 
1 


Ra .2 
(1) + -i 4 zd) =0. 


$3 特征 信和 向 十 


我 们 知道 ， 齐 次 边 值 问题 ， 
Lr (pir [GCC 所 十 JrfE1z=10 
jep=eirca + (Ca) = 0, 
UCrI=B, 2h) + Br! (bY = 0. (3.2) 
有 衬 凡 解 x(t,X) 三 0, 但 是 许多 实际 问题 和 理论 问题 却 要 求 本 问题 
的 非 平 凡 解 。 如 果 (3.1) 的 基本 解 组 是 t1C1,%)，z2ti,X)， 则 其 
通 解 为 


《3 .17 


Tet MY=o Ttt A oT (Ct, NY), C3.3) 
其 中 c,，c: 是 任意 常数 ， 由 (3,2)、(3.3》 得 关 

UCx)=cU(r) + esU (2)=0, 

UrIcUAr)+oU(r) = 0, C3.4) 
而 (3.4)》 的 系数 行列 式 为 

A Y= U(x) U(x:) 。 

Ux) Uxs) 
根据 定理 (5.2》 知 ，4C%) = 0 是 边 值 问题 (3.1>、(3.2) 存在 非 平 
凡 解 的 充 要 条 件 。 
于 是 由 
A = 0 
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丽 确 定 出 的 参 激 的 全 ， 合 符 (3.1)、(3.2) 有 非 平 凡 解 ， 我 们 把 
这 样 的 值 称 为 特征 值 ， 而 相应 将 齐 次 过 值 问 题 岂 做 特征 值 问题 
4(X) 称 为 特征 值 问题 的 特征 行列 式 : 特征 值 问 题 的 非 平凡 解 称 为 
特征 什 河 题 的 特征 函数 
如 果 在 有 限 阅 区间 I=[a,8] 上 ，(3.1) 中 的 区 ft) 不 为 
零 ， 而 PEC7OY，aC，rCfyE cD， 则 称 (3.1》 为 正规 的 5 一 
方程 (斯 图 姆 一 刘 难 尔 方程 ) (3.1)，t3.2》 称 为 5 一 L 问题 或 称 
S-- 工 系 。 
如 果 (3,1》 中 的 系数 愉 昌 是 ! 的 忆 5 一 5 为 周期 的 周期 函数 ,而 
在 端点 又 有 周期 边界 条 忻 ， 
ra) = Th), ra) = xt(h), 
蜀 称 这 种 $ 一 工 问题 为 局 期 S 一 z 上 问题 。 
例 1 求 特 征 秆 问题 
zt 于 tt = 0 
U tr)=e r+ ur a) =0, 
Ux) =P rb + Br (Cb) =0 
前 特征 行列 式 ， 其 宁 h> 0 是 参数 。 
解 21) + hzti) =0 芍 基本 解 组 可 硼 定 为 
PF NY =8in ht rt Nh) 一 cosw Kt, 
从 而 其 通 解 为 
XE 一 DiSinwA Nt + eo, co Kt, 
由 边界 条 件 得 
Ur U(r) toU CT 一 站 
Ur) a U (es) +t oaU ,r= 0, 
即 


CL (osinv hare Nh cosv Ka +es (KICOS/ Na 
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tw snv No) =0, 
C1 (CBSinv NO+Bov Kh Cos WO TF es Bcos TD 
~ Bo Sn Wh bY = 0, 
因此 ， 疡 求 特征 售 问 题 的 特征 行列 式 为 


Sinv a CICOS MG 
TA ROSA Nd 一 ww Sin a 
点 (一 _ — 
有 sinw AD Pieosw Ab 
十 有 sw hcos /hb -PBv hsinov Rb 
例 2 求 特征 值 问题 
ball 十 和 下 一 0 四 


LizD207 =0, 
这 3 人) 二 了 TD 二 
的 非 乎 凡 解 ， 其 中 是 实数 ， 
和 解 ” 对 套数 x， 我 们 分 三 种 畏 况 来 讨论 。 
了 当 X<0 时 ， 令 = 一 睛 ， 这 时 方程 的 两 个 线性 无 关 的 解 为 
2 一 ee de 从 而 它 的 通 解 为 
Tf HI=0e tee, 
将 边界 条 件 代 入 于 式 ， 芭 得 
Ux} Te 一 0 
U(r)=ee” 二 oem 一 个。 
但 扼 这 个 代 歼 方 可 组 的 系数 行列 式 
ACD = (2 | ome 0. 
即 A(p) 没 零点 ， 因 此 ， 有 51=5: =0， 亦 即 (3.5}、(C3.6) 组 成 的 
这 值 问题 只 有 平凡 解 ， 而 不 存在 非 平 凡 解 。 
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ii 溉 = 0 时 ， 此 时 方程 的 两 个 线性 区 关 解 可 以 是 zi= 1 
zz=t 从 而 通 解 为 
一 尼 填补 
再 将 边界 条 人 忻 代 入 下 式 ， 得 到 
U(r)=c te,"0 =0, 
U(r) 二 c + es, 
因此 CC 一 在 ， cs 0, 

也 就 是 说 ， 在 这 种 情 癌 下 和 边 值 问题 也 不 存在 非 平凡 解 。 
ii 当 %>0 时 ， 如 前 一 样 ， 得 到 方程 的 通 解 为 
rf MACsinv ht 4+o, cov Mt 

由 边界 条 必得 到 
U2).0+ 0,.*1=0, 
Ut)=c Sn NAxt ec, co 和 一 0 
从 而 
0 1 


点 (一 - _. 
Go Sinv MA COgsv NA 


-~—sinv hx, 


为 了 使 特征 值 问题 有 非 平 凡 解 ， 令 ACX3 =0， 即 
sinv 入 开 一个， 

所 以 太一 《 玉 十 172， R=0,1,2,"。 
因此 ， 当 特征 值 为 1: ,2*,3:,-…h*,… 时 ， 对 应 的 特征 浅 数 为 
sintf ， sin2z + ，Sinnf:…*。 如 所 求 特 征 值 问题 的 解 为 csinf 
4sin2f…，2c8inft…， 这 里 * 为 任意 常数 。 因 为 我 们 所 讨论 药 特 
征 值 问题 的 非 平 风 解 是 可 以 相差 一 个 任意 常数 因子 的 ， 唯 一 性 也 
是 在 这 个 意义 上 说 的 ， 

由 特征 值 问 题 确 定 的 特征 值 和 特征 函数 的 表示 式 ， 它 们 有 下 
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列 明 最 的 性质 ， 
1” 特征 值 必 = 人 af+1)2 x=0,1,…)， 有 
和 
且 当 #->coe 肘 ， 和 -ec。 
2” 特征 主教 sincnt 1 在 (0,T) 中 有 n 个 零点 ， 即 Snf 在 


《0.F) 中 设 有 党 点 ;， sin 321 在 (0,z) 中 有 一 个 堆 点 ， t= ， 


sin (n+1)t 在 (9,Xx) 中 有 8 个 零点 。Fi = i » Ta i 


3°” 特征 淆 数 系 sinf ，sin2f,…，Sintn 二 1)t,… 是 相互 正 交 
的 ， 即 有 
Ef vient Dtsinmiat = 1 当 m =# + 1 时 ， 
Tn 0 当 志 冯 下 二 1 峙 。 
这 些 性 质 ， 8 5 中 将 要 在 现 一 艇 的 情况 下 邦 以 证 明 。 


$4 格林 淆 数 


本 节 将 通过 求 二 阶 线 体 微 分 算 子 的 道 算 子 方法 来 解 二 界线 姓 
非 齐 次 方程 的 这 值 问 题 ， 并 由 此 学 测 格林 CGreen》 函数 。 这 种 算 ， 
子 称 为 各 分 算 子 ， 而 积分 算 子 药 核 就 是 格林 函数 。 

1, 单 边 格 国画 数 。 我 们 希 道 ， 村 求 娩 值 问 题 

人 1 ro， 


XO) =0, 2 C0)=0 (4.2) 
® 201 和 


的 和 解 ， 如 时 已 知 z1Cf)，x201) 是 对 应 齐 次 方程 。 


Laxapott)r’ + pet)zr +p (tT=0 Ca.3) 
的 两 个 线 健 光 关 的 解 ， 则 有 
(rear) valt)r (rn) 
CE) -| CW f(Ddr, (4.4) 
其 由 Wr) = [区 eo 如 果 令 。 
TI€TY 2KCT7 


1 Ia) za 


fT)= 一 一 
2 7 POWOD Jar) zal 


网 (4.4》 可 写成 
=CD= | sr, Hf dr, 


我 们 称 9Cf,7) 为 二 阶 线性 微分 算 子 的 单 边 格 林 函 数 ， 或 称 工 的 履 


算 子 下 ! 的 楼 ， 


容易 直接 验证 ， 格 林 函 数 9C1 ,) 具 有 下 列 四 个 手 质 ， 


1 gCi,TD， 售 ， 马 各 在 定义 的 区 域 [0,6]xfa,6] 上 连 名 ， 


2° g(t,ft)=0 


3° .99 ll 
of | po 

4” 如 果 把 g(f ,人 7) 仅 看 作 ! 的 函数 ， 则 9 浦 足 C4. 3). 

下 帮 我 们 继而 讨论 Lz 的 共 固 算 子 欧 格林 本 数 . 为 此 ， 上 对 


#8041; 中 作 一 些 变形 ， 


后 valf) 
DD (1) salt) 


A LT ETAT Ctr (CTY, 


FT)=~ 


- Wy 


* 了 站 0. 


A 1 


| 


Dt RW, 
(4.5) 
或 者 
UD BD 0 + BC a 0 
我 们 知道 ， 方 程 Lz =0 的 共 亏 方 程 为 : 
Lz Gp DD the0, (4.7) 


因此 在 C4.5) 中 ， 著 令 


生 一 一 Tatty 中 一 rtty 
DT BW POW ? 


就 可 以 证 明 

定理 5.4 设 z1C1)，、xst1) 是 (4.3) 的 两 个 线性 无 美的 解 ， 
其 ri，zi 划 是 (4.7? 的 一 个 基本 解 组 。 

证 明 ”人 先 证 x (1)，z3C1) 是 方程 (4.7) 的 解 。 
因为 


人 Cpori)= -2 袁 ) 一 ( 登 Ta 了 + (Se ) 


=- 合 - Ds 入 + (Sy) 
d 1 Pp 也 到 
— 47 Pei = 二 (各 娟 )=- pi a) ， 
,Parati) 
bx 了 TCD 


于 是 有 
“ a4 


一 2 
Lz!1= DD + Pax? 


py + (SR ) - (Se) = ~ ary 
po 


一 一 te + pt) = 
自 


;= 0， 
同 理 可 证 ，z2(1) 是 (4.7) 的 解 。 


: 靖 证 x Ct)， Zz 才 1 是 线性 无 关 的 。 事实 上 ， 只 要 证 明朗 斯 基 
行列 式 WCzi ,x3) 夺 0 有 妈 可 。 由 于 


~ 2 
Wer zy Pw Bd 
WT 2 PeWY’ gi 1poW)’ 
Pow (po )? Po CpoW )’ 
TiT~rxs 1 志和 0， 


《Po 了 3 
从 而 YCH)，zx3C1) 棉 成 全 .7》 的 基本 解 组 。 证 毕 ， 


现在 ， 我 们 求 出 “的 格林 本数 如 下 ， 由 于 
: 本 ty) zct) 
g "i, y= E 1 Ti 4 
Ds By {TY) XICTY XxatTt) 
Ty Tly 
1 | pe paWwet) 
pW |_ zry zr) 
”i | power) poWwer) 


zt) oA 
JE powitt) pWwef | 
Tt) rT) 


004 


Tt) ett) 
TIKT) tt) 


poWwet) 


= — gtr,1), 
因此 ， ZL 的 格林 函数 为 
gC,T)= -gCT,t) 
2. 双 边 格林 函数 ， 我 们 首先 通过 求 半 齐 次 过 值 问题 


Cpr’) + ef), (4.8 
UT) + ex (a) 0, C4 9° 


Uw)=B eb) + (b=0 
的 解 来 导出 双边 格林 酉 数 的 形式 。 此 处 91,，a;， 有 ,，B, 是 实数 ， 
县 lw 1a:|>0,181| +1B41 汪 0， 亲 时 假设 由 (4.8)、{4.9) 组 
成 欧 边 值 闻 题 是 可 解 的。 
由 于 (4.8》 对 应 的 齐 次 方程 


a 
AF YY + =0 四 


是 自 共 辑 方程 ， 为 方便 起 见 ，(4.10) 的 两 个 线性 元 关 解 z1C1》， 
Zs0t) 可 以 这 样 选择 ， . 

zi(o) =0, si)=~ Et a0), 

上 

Tb)=1, z= ~ (ps0), 

站 : ， 全 
从 而 zw1C1)，z,01) 分 别 满足 

Use Ca) + r/o) = 0 

Ux.) P20) + BrLC6) = 0。 
因为 


POD pe Ho) 
区 可 民生， 


Wir1 ,1) = ceAp( ~ [ 
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于 是 要 使 =:(f)，rs(t7 构成 基本 解 组 ， 只 要 设 c= -cx0 即 


可 。 从 而 得 到 
BOLT Ct Tai) — wt)1=1, {4.11) 


再 令 ! 一 a， 并 将 :KG 一 1， zi 一 -人 代入 (4.11)， 我 们 得 到 
Uz Dar tes) = 
同 量 宁 得 . 四 
UCB +Bss C6) = 
补 据 第 一 自 的 讨论 知 ，' 始 信 问 是 


{pe +gCt)r= Hi) 
X00) 二 站， za)=0 


的 解 ， 可 写 为 四 
rt) Eos ~ ra OF dr, ， 


这 是 和 由 于 PCODWCT) = 二 1， 因 为 zoC0D) = 二 xz5t0)=0。 所 以 
CIDE LD 
出 于 
号 下 二 . 四 四 . 
rl) 一 | .czscoyzem whYw rt) fdr, 
ss = | Ca -sirA YN, 
所 以 | 2 
Ux) = rb) + Bx) 
[Bscb) + Bavs 6) scr rd 
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[3 
~ [Biz1(b) + BetCb)1| <:CDFCnDdr 


== 一 A za CDf Car, 


即 
U Cr Ya ro + rrta) =0, 


U(ro)=Brob) + 有 axial 一 一 


8 6 
fts. 
但 是 (4.8) 的 通 解 为 
IAN=0rt +t ort rot), 
得 (4.9) 得 到 


UC scU (rT) toU ra) +t Ur)=0, 4.123- 
UE) U Tt OU (Tr UT) 二 及， 


LC 


有 
PCa) ， 也 的 


DZ 一 0 Ur )= -8 | rc， 因此 有 


次 2 二 
:Bay 一 外 
8, 
“3 -区 计 DA 0 


从 而 得 到 四 
es= fsa Was, ， 

最 后 求 得 半 齐 次 边 值 问题 (4.8)，《〈t .97 的 将 为 
z(D=a(D| zsCDFCDdr+ | Coste) 


— RHRCTITTYA 、 
E07"» 


或 者 
rt}= | r,t tz Cf rdr+ fz (tz CTYdr 


{4,13) 
车 设 
Gt sr) = {rrr), oT, 
”| wt), ET 二 的 
铀 (4.13) 可 二 成 ， 


TY -| sc TF Dd. 


通常 称 GCt, 丰 为 (4.8) 的 适合 条 忻 (4. 9 的 双 过 格林 函数 ， 城 区间 
算 予 声 ! 的 社 。 . 
由 直接 验证 本条， 双边 将 林 函 数 具 有 单 过 格 订 画 数 类 仆 的 性 
质 《 但 性 质 2 "除外 )， 
1"” CCfrDECCIXD，I=Fep 
2 96GD | .oD 1, 
of Hr of tr DTY 
3” GCt,T) 关 于 满 是 方程 | 
Lrs=(pr) + qi)r= 0 | 
4” GCt,T) 关 玫 + 满 吓 这 界 条 件 (4.9)， 期 
UO) Gor 十 a,G(0,T) = 人 0, 
UB GL rh B,D =0, 
下 面 我 们 进 痢 讨论 合 套 数 的 自 共 轿 为 程 的 双边 格林 函数 。 
定义 1 ”对 于 含 守 糙 ! 的 自 葵 方程 ， 其 举 齐 底 述 值 问题 
Tomtpr + (d+ r= AD C4.14) 
Uy=a x) + ort (0) = 0, 
Uw) Bb) + Br (0) =0 
sa 208 * 


‘(4.9) 


的 格林 涵 数 GCt,T, 办 是 指 满 足下 列 条 性 的 函数 
1 Gt,T AYECHxIx Ch ,sh3)], T=La,Pbls 

aG DG _ 1 

BF t+ at |ir ao pO! | 
3° LG=0, UG)=0, 1€ELa,Ttj? 

4 LG=0, UGY=0, 1€[7,01, 

其 中 % 寺 ,为 是 Lx 一 0， 林 (2) = 一 0,，DU,tx) = 0 的 特征 值 . 
我 们 将 证 明 ， 满 足 上 述 定义 的 格 杯 函 数 基 存在 的 、 
定理 5.3 车 x.(f ,各 和 #8.) 分 别 是 

lz =0, U(x)=0 


2° 


和 . 
Lxs=0, Ur.)=0 
的 解 ， 并 且 PCOWECz, ,x,)=1， 则 格林 哎 数 可 表示 为 
Gr b= {DCD t ELg,T] 
Tet ATL CT A t Et,D] 
特别 是 
GU TD = G07,1 ,0), 

证 明 设 z.(t ,人 和，z2kt, 和 ) 是 Lx=0 的 商 个 线性 无 关 的 解 ， 
”县 分 别 清 足 UCx1) =0，UsCxs) =0.。 而 要 求 的 格林 秃 数 也 分 别 
在 fa,r]，[r,5] 上 满 蛙 I7=0 及 VU.(G) =0,，H4《GY=0。 由 此 可 
见 ， 如 果 格 林 耳 数 GXf,T, 和 存在， 则 必须 在 [9;T]，[r,5] 上 分 别 
与 cf) zf 下 相差 一 个 常数 因 了 于 。 事 实 工 ， 由 于 

Ur) a0) ast (oa) = 0, 
Ua Ga) taG a) =0, 
而 1je,|i+jzsl 关 0 ， 从 而 必须 有 
TICG7 TiCG) ZKG) CC9)》 
Gd) Ga) Zi 人 KG) GCa) 
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即 z:Cf ,和 和 GKtr, 信 是 线性 相关 的 。 也 就 是 

人 (1 1E[a,r], 
同 理 可 证 

GO ,Th) = ct2Ct ,A), t Etr,b1, 
树 把 GC1,7, 罗 完全 确定 下 来 ,关键 是 要 满足 关于 格林 函数 定义 中 
的 全 部 条 件 ， 并 由 此 定 测 任意 常数 c ,和 ec。 

由 于 GCf,t, 分 在 1 = z 处 连续 ， 所 以 有 
cizi(T 有 -cars(zD<0 ,04.15) 


也 


又 因 GCt,t, 力 在 1 一 ?处 一 阶 导数 间断 ， 所 以 有 
1 


Crs(T A ~ CTCT A = 


从 C4.15)、C4.16) 解 出 C1,5; 为 . 
:oo TT A) 一 EE 
pW ” pOWOD 

由 于 Lz~ 0 是 自 兴 思 方 程 ， 量 PCTYWAT) =1。 从 而 有 

Ci= 人 TT,A), Co (rAd), 

这 样 一 来 ， 就 可 以 定 出 格林 函数 如 下 
EE tCa,r] 
TT MEE,D, 所 fyD 
并 自 GCt， T ,入 的 焉 述 式 ， 可 直接 得 出 
CT 
定理 5,6 如 内 /四 在 [9,6J 上 连 继 ， 则 
zf hy =| sk Th rds 
是 举 齐 次 边 值 剖 题 
人 + (q+ hr r= fi), 
CPE 
Us) BL2Cb) + Br’(b) =0 
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的 解 ， 其 中 Gf 7 是 格林 痪 数 ， 
证 明 先 证 满足 方程 ， 为 此 将 表达 式 


zt =| .cc ,TA Cdr, 
改写 成 
2 = [ss rr Mfr 
+ fect TT MOTTA 
然后 关于 1 对 z(t ,4) 求 导 得 出 
z= sl Nei, CT)ds 


s 
+ ad MrT MFCTYdT, 
t= | sc zz Mfrde 


+ ot Destr fdr+ [gL Ct.) 
Tt A rit zt TREE) 
| b 
-| zi Decr Dedr+ | zf Ct ,A) 


Tr NFCAdr + f(D 网 


pit) 
所 忆 有 
Le={pr/) + Tqt hr . 
-Tt . b 
= [{ wir Wordr| Lzs + [fs dar ] Tz， 
+FCt7 
= 六 TD)。 


再 证 满足 这 界 条 件 。 由 
“217。 


U, (xz).x(a) + or (Gy 


一 oj ziCa ra fdr 
5 轩 . 
+ ,| Tia MATT AYFCENHT 


一 [aizit(G,A) 十 aaztCas tI rats hf dr 4 


所 以 0 ,x)=0。 同 理 可 得 U(x) =0. 
出 1 求 半 齐 次 边 值 问 题 
XA 十 人 一 大 全 
U(rY==x0)=0, 
US) x)=0 
的 解 ， | 
唐 容易 求 得 对 应 齐 次 方程 满足 条 御 2<0)=0 的 解 为 x, 一 
一 Caisin2t， 而 满足 条 件 zz =0 的 解 为 了 341)=csc0821。 考 虚 
c1， 64 为 了 的 函数 ， 我 们 有 
Cn2t — C0052F = 0, 


.20Sin2T ~ 20 ,Cc0827 一 个。 


解 出 得 
C= 已 cos2m Ca 二 一 二 sin2r， 
从 而 定 出 格林 函数 为 
.， if— 村 cos2rsin2i， EEC0 7] 
全 (iT 一 ~ 
一 却 cos2 fsSin2T， 人 [CT 区 ] 
王 是 得 到 所 半 齐 次 边 值 问题 的 解 为 
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上 
z(t)= -< | firysinardr 
Lr - 
Sin2t 
2 


例 2 求 半 齐 次 边 值 问题 
Po 


| CTJoos2TCT。 


DCz)=zC0)=0， 
Ux)=r (1)=0 
的 解 
和 解 ” 对 应 齐 次 方程 2*(1) =0 的 两 个 线性 无 关 解 为 T1C 站 = 
zt)=1 目 X10)=0，xs(1)= 了 0。 圳 可 设 
Qt Xalt}=c,, 


由 于 
CTT~ CT =0, 
0-c.tT) = 0, 
所 以 
S(T = ~1, CtT)= ~ 7, 
从 而 定 出 格林 通 数 为 
GOD=) {EC0, rs 
-TT ttELT,l]" 
所 以 


z(t)= ~ | sftdr— | fear. 
例 3” 求 半 齐 次 达 值 问题 
oty= ts 
Oe 
Ur)x) + (1) = 0 
.aise 


的 解 。 
解 ” 对 皮 齐 次 方程 2"1)=0 的 通 解 为 
了 [ti 一 下 中居。 
容易 看 关 ， 适 合 边 办 条 件 zK0) = 0 的 解 为 Xf1)=+， 因 此 可 取 
Xt)=c,t., | - 
义 由 2(1)=o,t+0s 及 边界 条 件 x(1) + hx1(1)=0， 得 到 
Pt) =e tt- ett TD, 
于 是 我 们 有 
COTIT~ CTITH CAATICL +t hy =0, 
CT — 0 =1, 
所 以 得 到 


cD =T -ls C(t) 一 Tn 


因此 可 定 出 格林 画 数 为 
,+ 
Gf, T= LF sr 9 
(Ti Err， 1, 
从 而 得 到 所 求 边 值 问题 的 解 为 
z(t)=| ( rf Crdr + 直 (i -1)fCat. 


3, 广 义 格 林 血 数 。 在 第 二 段 中 ， 我 们 讨论 的 是 参数 ?二 加 的 
情形 ， 即 4 不 是 特征 秆 的 情形 。 如 果 4= 记 时， 格林 画 儿 的 模仿 就 
票 进 生 稚 广 。 但 这 种 推广 的 络 林 遂 数 必须 保持 格 补 盘 数 的 萎 本 性 
质 ， 如 保持 连续 、 导 函 煞 在 f= 7 处 间断 、 满 是 边界 条 件 等 ， 下 面 
我 们 先 着 一 个 例子 ， 

考虑 半 齐 次 边 值 问题 ， 
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Da XKO7 一 0， 


pe +CATL1OCTED 一 Ts 
Ux) = 0, 


容易 看 田 ，4=0 是 特征 值 ， 对 应 的 特征 函数 为 xzC1) 一 stnt。 从 而 
不 存在 两 个 线性 无 关 的 解 x1Cf)、zzC1i)， 合 得 zx.C 站 和 7z401) 分 别 
满足 
U(r)srt0) 一 由， 

Ur)=r. x) = 0, 
当然 ， 格 林 函 数 也 就 无 尘 构 造 出 来 了 。 但是， 如 盯 我 们 对 fC) 附 
加 些 条 人 御 ， 这 个 问题 仍然 可 以 得 到 解决 。 

定理 5.7 对 于 半 齐 次 边 值 问题 


Lr= {Pr 77 + (E+ iT = fID 
je CF) EQNTo) + Gr Coa) = 0, 
Ua) = Prtb) + Bx tb) =0, 


有 解 的 充分 必要 条 件 是 
{fr dr 0, tn=0,1,2,.°) 
这 里 2a( 站 是 特征 值 加 对 应 的 特征 并 数 。 
证 明 ”党 证 必要 性 。 由 于 
ZLT 一 风 EX 一 十 (pz ) 7 + (a+ Mr)e, | 
一 | pz) + Cg + fr) | 
一 2Kpoa 2 一 ToCpz Ye 


-=| BE Cxws - 了 7 1 


是 六 15 三 


[ B22 - re ldr = 一 [fdr 
=| PD CTEs 一 cz] 


= 


[fat dr=0. 
青 证 充分 性 。 选 择 满足 方程 zz= f(z) 的 解 x1)， 使 
rby =I,b), X60) ==2i(8)， 从 而 有 
| UCx) =U, (=P rb + Br (0) =0, 
. 
有 又 由 于 Lx= 1)，Lzx, = 0， {fee Wdr=0, 


及 TAI 一 YET 一 [BCZTE ~ EE) 
所 所 
b + 上 ，， 
| [TY 一 TEL -| pzs: 一 zo) | -| CT)zeKEDOT 
一 0。 | 


从 而 得 到 i 
pO) zcC6)2s 6) — 2 C5) zuC6) |- pce [saysiCo) 


一 x/Ca)xalo) | = 

亦 即 xC 了 D) 满 症 0 Lx) =a1zC0) + G4z7 (a)=0。 因 此 zC1) 就 是 所 来 
问题 的 解 、 定 理 证 毕 。 

下 面 我 们 进而 讨论 广义 阁 林 函数 问题 

不 失 一 般 性 ， 以 后 将 六 特征 值 和 0。 着 为 才 0, 可 令 此 = 一 各 
作为 新 和 参数， 将 有 内 = 

定理 5 .5 洛 5 题 

二 了 而 * 


TY 三 (pr tat)r=0) 
iad, . {4.9 
Utr) eB rb) + Bir’ (pb) =0。 


有 解 <,《1y， 且 | .zsCDdr= 1， 则 存在 唯一 的 广义 格林 函数 GC1， 


T)， 它 其 有 如 下 性 质 : | 
1” LG, DD=r0 Crt), UON=0, tELa, 7T1 
2” LGCGt, =ro Ct)rtrt), UGY=0, 1ELr, bl 
3° Bt, TECIIxI, I=[a, 1 
Gt, TECILa, Tt, Gl, TYECTr, by 


dF DG 


4” — -il. 
Qt Troero a tart- pry! 


5° f ec， togzjdr=0。 


证 明 我 们 知道 ， 对 (4.107 可 以 选择 与 (1 线性 无 关 的 另 
一 个 解 z ,ti)， 使 得 
-POOLEoCH TA ~ THT) =1, 
设 @( 站 是 Lx=zo(t)zo(7T) 的 任意 一 个 特 解 ， 根 据 线 性 非 齐 次 
方程 通 解 的 结构 ， 我 们 给 出 ， 
) = PD rend tommy rc Tt} 
Ot +t caroCty teowct), {ELr, 8 
其 中 crti=1，23,. 3，4) 可 由 GCt ,7) 应 具备 的 性 质 逐 一 得 到 确定 ， 
首先 使 CCt，zr7 满 足 迪 界 条 件 : 
CGO 三 Do?3+CeIDUICr teU (Cr)= 0, 
UGSU A FT CU TI FOU rx) =0. 
因为 zo Cf) 与 7， (1) 线 性 无 关 ， 所 以 有 U(x 二 0，, 02atr4) 寺 0。 从 
而 可 定 出 c，、c4 为 
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Um) Lo》 
C2 ”Drei (4.17) 
即 
-Dao U0) C4.18Y 


Utery Utr,) 
但 是 ， 由 G(t,， DECCUxDR 有 Gr+0, -G0, Tt) 


RT 
CE CITIATIF CO GTCTY = 0, 
CT jy 

于 是 求 出 . 
Ci 一 4 一 一 ofT) 《4 .19) 
Ca 一 XufT)。: (4,20) 


现在 征明 (t.18) 与 (4.20) 是 一 致 的 。 由 
pLxoCaITi a) ~ TOT I= 1, 
pCOYEEo CITI Hb) — 2 COIF 100)J= 1, 


及 rai ro) 一 由 
Bur Cb) + Br eh) =, 
不 难 来 出 
= ozro 一 一 et 
TT UA? 0) pat cy 


BA, 站 一 一 各 | 
oh) PBIUE “0 BBUs CE 


丸 因 


ToLo -ETo = PTD -roms 
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积分 上 式 并 注意 | 43C1)d1 = 1， 即 得 


TCTY= [pCzo%’ ~ ramy) 1 


= pb)Cr (bo DY ~ ro Cb)nh)I 

一 DCe)FyofKea)G7 Ca ~ Tt CDC GJ], 
特 已 恕 出 的 fCa)，zoC9)，z608)，z5t5) 代 入 上 式 ， 凤 得 
Um) _ Um) 
Uri) Ur)" 
所 以 (4.18) 与 (4.20) 完 全 一 致 . 

海 了 求 出 6c1，c:， 我 们 由 (4.19) 得 
i=0s—t(TY, 


再 利用 性 质 5" 太 (4.177?， 有 


| 《TD 一 


{ea, ro (Tdr 


EE T T 
-| WT, froCtYdt + colry [ wfydt — | TitTY 


[4 ty T 
zi)dt + esl) { siCOat - FS [sroc at 


Uc) + 


= 0, 
从 而 得 出 
CelT}= -人 ec 于 20 DT +r (ty) 上 cpd | 


Uoy 六 De? 和 
Dr) tT ) ,re Cd 


根据 以 上 推导 ，c,，e，cs，c4 均 可 了 叭 一 确定 ， 从 而 GC 区 
昌 ZF9 


可 唯一 确定 ， 即 由 上 述 步 又 定 出 的 谢 数 GCi，7T) 其 有 广义 格林 画 
数 所 有 韵 性 质 ， 定 理 得 证 。 
例 4 求 5 一 [问题 


Tx" +I 二 0 
j 1 一 TK0)7 一 0。 
U(r rn 
的 广义 格林 函数 。 


解 显然 riCD -六 2sinf， ziCDD= 入 eost 是 方程 的 丙 


个 线性 无 关 解 ， 且 z。(!) 注 足 边 界 条 件 ， 通 过 直接 验证 ， 可 知 广 
程 


加 十 内 二 2sinf sint 
的 一 个 特 解 为 
mtt, TY}= _1 sinvsint ~ {costsinr, 
2 开 
容易 算出 ， 


U(rT)=— VE Ua)=0 


Ur)=— V 和， Um) = sinr, 
所 以 有 
C= -T(tT) 一 一 lr 一 aa] V cosr 


Utamy 
U(r,y 


ts==— 


一 0 


ey 一 一 志 =[reosr- 3sinr 】] 


ZA 
Um) V2 
= 二 SINT 
* U,Ct:) 直 “ 
有 从 而 得 到 广义 烙 灯 函数 为 
_1L_sinrsipft ~ .上 costfsinr - _T_cosrsint 
{zt 元 元 
G(T)= | +sinteosi, i1ETD, 1 
| 1 sinfsiny ~ _T cosrsint ~ costsins 
\ 泊 开 亚 


+ Sinfcosr, 1E[r, xj, 
下 面 我 们 证 明 第 三 过 值 问 题 的 解 可 用 以 广义 糙 林 函数 为 楼 的 
积分 式 表 出 。 
定理 5.9 设 CGCf， 友 是 8 一 [问题 
Leskpry37 + gr = 0; 
jieeemcd reece =0, 
Ur)=B rb +B2 (=0 


的 广义 格林 函数 ， 而 z。(f) 是 相应 的 S_ 工 问题 的 解 且 
| .rpzscpat =o， 则 半 齐 次 边 值 问题 


La = f(x)s 
fm- 
Ur)=0 
的 解 ， 可 唯一 表示 为 
z= Gt, Tf TY dr. 
证 明 ”存在 性 ， 酝 为 
si)= | .Ge Tf maT 


.2221 ¢ 


eof) 一 | er t, TYfCTYdr+ fe" t, TyTNdr 


+ 


Bp Cty 
-| .cc ryfCrYdr+ 六 


所 了 以， 有 
Lz 二 {ae ferydr + fty 


= [se Dro frar + 
二 大 日 
再 证 礁 一 性 .根据 定理 5.7, 只 要 证 得 除 zo Ct) 能 与 /Lf) 正 交 外 
《但 可 相 半 一 个 常数 因子 )， 再 找 不 到 一 个 与 xu 人 线性 无 关 的 角 
ai， 它 也 与 F1) 正 交 。 车 2 (C1) 存在 ， 即 (1) 亦 是 5 一 [问题 
的 特征 函数 ， 这 就 说 明 (1) 与 r,( 是 线性 相关 的 。 定 理 证 毕 ， 
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从 5 3 的 讨论 中 可 知 ， 特 征 值 问题 
T+ ATC = Dy 
eo 
Ux) =rA) =0 
揭 特 征 信 是 和 4% 一 17,4 一 2 和， 一 (+1)2， 9。 即 加 < 人 
所 的 二 人 且 当 ?一 加 上 时， 和 一 co 各 对 应 的 特征 画 娄 zi 
在 0， 元 ) 肉 有 pn 个 零点 ! 当地 由 时 ， zt 与 rt 是 正 变 的 ， 这 
个 特征 值 问题 是 一 般 的 特征 值 问题 = 
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Ura rrr C0) =0, 

U,Cz) BC) + Por! Cb) =0 (5.2) 
的 特例 。 一 般 特 征 值 问题 (5,1)，(5.2》 的 特征 值 、 特 征 函 数 亦 
具有 上 述 性 质 。 这 就 是 振动 定理 豆 图 答 的 问题 。 

引 理 1 设 C5.1) 中 pC)ECTD, qf); DECOD, mt) 
>0, I=[4，4]，4 是 参数 。 若 XC 门 是 (5. 了 10) 在 1 上 的 一 个 非 平 凡 
解 ， 册 zf 在 闭 区 间 I 上 最 多 只 有 有 限 个 零点 。 

证 明 用 上 反 证 法 ， 设 x(f) <0 在 I 上 有 无 银 多 个 零点 ， 于 是 在 
I 上 就 有 一 个 零点 序列 t,tz(t,) = 0)， 将 馈 limif,=i0 且 六 tl 又 
固 xt12 在 to 处 连续 可 微 ， 因 此 有 

zf) lim (ts) =0, 


RE {5.1) 


及 27(to)= ， lim Xi 宁 0, 


即 xt1) 是 (5. 1) 的 让 和 初始 从 条 你 < > = 人 Co 一人 决定 的 解 ， 由 
唯一 性 定理 ，x(7) 二 0， 这 与 假设 予 抽 。 引 理 得 证 。 

这 个 引 理 说 胡 ， 方 程 C5.17? 的 非 平 凡 解 的 零点 ,在 闵 这 阿 上 十 
分 离 的 。 即 只 能 是 有 限 个 。 

1 斯 图 姆 比较 定理 . 一 阶 织 性 者 次 微分 方程 定性 理论 的 重要 
定理 ， 是 关于 解 的 零点 的 比较 和 分 高 定理 。 这 种 数学 思想 是 斯 图 
姆 首先 发 现 的 ， 并 在 1886 年 公 之 于 世 。 近 一 个 尘世 纪 以 来 ， 这 种 
数学 思想 有 下 很 大 的 发 展 。 本 上 段 只 介绍 几 修 基本 的 比较 定理 、 

六 简便 起 网 ， 令 ROD = 下 门 + 和 (1),. 于 基 方程 (5,1) 即 可 写 
成 ， 

Tz= (pz + QC r=0, 5.1)7 
定理 5,.18 《比较 定 还 ) 设 方程 
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了 rsfBor 7 二 人 人 了 一 个 《5 .3) 
My= (PY 7 二 人 光一 《5 . 4》 
中 ，DLUYECHD, Q(t), QA DECD, p>Y, I=[a, 6], 
在 ta,，5) 内 有 Q:C1) 之 .C1)， 且 在 (0，5) 内 的 任 一 子 区 间 上 均 
有 
OC 
又 设 xC 和 是 Lx = 的 非 平 凡 解 ，c .9 是 z(t) 的 两 个 条 都 的 霍 点 ， 
a<oe<d<b。 车 VC) 是 My=0 的 任意 解 ， 则 VC 站 ) 在 (6， 中 内 至 少 
有 一 个 零点 。 
证 明 由 恒等式 
0=yLr~- My=yPr ~ (py) + (一品 :zt 
推 组 | . 
Epeyr’ — yr) = [TOC1) ~ Q(t) JI2y. 
将 上 式 两 端 从 c 到 d 积 分 ， 得 到 


i 上 
er ~ ysIdt= | ooeozad。 C5.5) 


基站 在 t， 由 内 不 为 稚 ， 一 般 地 可 设 在 tc， 中 内 gt1)>0， 
X(t) >0. 出 扫 920 人 之 Q101) 且 在 tc， 只 内 任 一 子 区 间 上 Q(t) 阁 
全 ty)， 轩 下 ，(5.5) 的 尖端 是 正 数 ， 而 左 端 有 
[gtgzry ~ ya) = pd A) (Cd) poy Cc} 0. 
这 是 由 于 sr Ce3>0，z(d<0。 于 是 得 到 矛盾 。 宗 理 得 证 。 
着 埋 3,11 《分离 定 备 》 设 x1(1)，x( 让 是 (5,1)! 的 两 个 线性 
淹 闫 的 解 ， 及 c,d 是 f 1(1) 的 两 个 相 名 的 零点 ， 则 在 (ec，) 内 必 有 
且 仅 有 zs Ct) 的 一 个 零点 。 | | | 
证 明 ”二 为 x1(f》，z,(1) 是 (5.1)' 的 两 个 线性 无 闫 的 解 ， 因 
此 朗 斯 基 行 列 式 Wtx i，z4) 半 0， 又 由 : 
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TIz1i 三 (pz GCC 0 

Lr,=(prs) + OCCT, =0, 
于 是 类 似 (5.5} 即 可 得 到 

Lptriz, — z174)1 =0, 
邑 

pri dr td} ~ POCYTI CO (0c) = 0., (5.6) 
着 X20 个 在 tc 中) 内 没有 零点 ， 不 内 一 般 狂 ， 可 设 zi 全 0 
vt) >0, EC dD。 由 于 XC1)，x2(1) 是 线性 无 美 的， 因此 
T2000 ,TCD 车 0 《和 理 则 就 有 WCTJ，z)=0, 玉 与 假设 对 
十 ,从 而 又 有 

[pdriCdYs Cd) ~ pCONTI COIT CC) 0 
这 与 (5.6) 相 也 盾 。 定 理 得 证 ， 

定理 5.12 在 方程 (5.3)，(5.4) 中 ， 关 于 六 门 、Q1C1)、 

83( 站 的 假设 辣 定理 5.10。 台 设 


2 (9) ,YC9) 
DD -zay 人 3 当 2t98) 守 0，#《9) 夺 0 时 ， 或 者 


ii) x =y0)=0, 
则 在 Cao, 站 内 gC?) 的 零点 至 少 与 (1 一 样 多 , 阁 在 沾 中 #0 站 的 零 丰 
是 9<< 匡 < 之 一 之 hb， 而 YC() 的 冤 点 是 97 <Ty 之 近 攻 
ST To 和 pb 风 有 Tt 过 

证 明 ”由 定理 5.10，xt 人 的 两 个 相 邻 零点 之 间 至 少 有 y(1) 揭 
一 个 零点 ,从 而 在 C1 ,40) 内 至 少 有 (Cn 一 1) 个 零点 ,现下 证 (9，11) 
内 至 光 有 WK 的 一 个 志 点 。 对 于 门 的 情形 ， 由 (5,5) 可 得 

[per ~ yo) | z)| -| (QQ — QTydt. C5.73 
同样 ， 可 设 7 站 >>0，2IC)0，t ECa， 门 从 而 (5.7) 的 十 端 是 正 
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芍 ， 而 左 端 依据 假设 应 有 
POF Et OyCHY PDTE CO IO C0 0, 
这 是 矛盾 的 。 从 而 在 (a，f#1) 内 至 少 有 一 个 零点 。 
至 于 说 的 情形 ， 是 明显 的 . 
例 1 试 评论 方程 
了 Ta + 16r= 0, 
My=y" + 81y=0 
的 解 z= sindi，g=sin9t 在 t0， 忆 ) 内 零点 位 置 的 关系 。 
短 ” 册 主 所 设 方 各 中 大 七 =1，QC=36，:( 乓 = 中， 且 
有 zt0) =8C0)= 00， 内 此 定理 5.12 的 假设 条 件 全 部 洲 旦 。 即 yt} 
=singt 在 (0，z) 内 芍 零 点 个 数 不 会 比 x(t) =isin41 的 零点 个 数 少 ， 


府 实 上 ，2C1) = sindt 的 零点 为 i= t= i 而 


yCt) 一 singt 的 零点 为 Ti 一 了 ,Ts = 人， Ts 一 下 ,二 久 ， 
9 9 9 9 
Tt . 和 Ti 8 
rs 中 ro ~ 3 rr 3 外 具 而 Ti sy， Taz 祥 sy 
ys<fs。 


定理 5,13 ” 设 在 方程 (5.3)、(5. 4 中 。 半 于 pC19，Q1(1)， 
(及 z( 昌 ， 失 力 将 候 设 同 定 理 5,10。 和 再 发 z(f 与 ! 间 在 (q6 
内 有 同样 多 个 零点 ， 若 =(6) 拉 0， 则 
9 

xb) ub) " 

证 明 车 是 z(1) 在 lo， 内 最 右 一 个 零点 ,由 于 xz(b) 汪 0 及 
zt) 与 (1) 的 零点 个 数 相同 ， 因 此 y(b) e090。 设 在 (1,，b) 上 有 
z( 拉 >0， 以 人 >0， 央 而 z7Ci0>>0。 由 (5.57 推 得 
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[ry se ={ (0-0 veydt>0, 


即 . 

POOR CINYEY = AEN DCI Ct BO 

PPLE CICEY 一 TOONY CHOI OITA ON 0 
所 也 有 

1b) 、 yb) 

why ycby ” 

由 上 述 几 个 比较 定理 ， 我 们 还 可 以 进一步 得 到 二 阶 鲁 性 齐 次 

方程 解 的 零 虎 之 间距 离 的 估计 定理 。 


定理 5.14 设 方程 《5.427 中， 站 三 1， 好 (二 EEC) f= 
fq,8]; 到 AN 一 na ,1), m= min 2 0), zt 是 (5.1)7 的 非 


平凡 解 。 那 么 
六 震 订 志 0， 则 在 I 上 zt1) 最 多 有 一 个 零点 ， 
i) 车 计 >>0， 册 在 1 上 zxC1) 的 任意 两 个 零点 1、#i41 均 有 


Tt 


ii) 车 内 >0, 则 -<<(fi,1 一 下 < ， 
vp 


< 
(CD) DE nb oR 


其 中 4 是 4{ 门 在 Le,8] 上 零点 的 个 数 ， 

证 明 妨 车 M0， 作 比较 方程 ?C1) =0, 是 K1)==1 是 其 非 
平凡 和 解 ， 没 有 零点 ,从 而 zx” + QC1)z= 0 的 任 一 非 平 凡 解 不 可 能 多 
于 一 个 零点 ， 和 否则 ， 瑟 四 = 1 就 应 至 少 有 一 个 零点 ,但 这 是 不 可 能 
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菌 。 葡 六 稳 证 。 
ii 荐 了 >0， 作 比较 方程 所 ( 昌 +My= 0， 这 个 方程 的 通 解 
可 写成 (1) 三 Asin[w MC 一 02]， 其 中 &、 刀 是 任意 常数 。 显 然 ， 


于; 因此 ，yC1) 的 两 个 相 邻 零点 之 问 的 距 
离 为 -天 3。 如果 x?C#) + Ci)z = 0 的 非 平 凡 解 z(t) 的 两 个 相 邻 办 


点 Farls* 和 之 间 药 下 离 大 于 一 FT 则 总 可 以 通过 适当 选取 任意 常 


数 a， 使 二 =8+ -5 ， zi = e+ 直到 包含 在 [fs 的 内 


部。 这 样 一 业 ， 罕 [tf/，ti41) 内 再 没有 开门 的 零点 了 。 这 就 与 定 
坤 5,10 相 子 持 。 即 有 


了 和 二 Cr 一 1 


让 证 持 与 旨 类 做 。 现 证 np> (6- YE 1。 图 为 auf] 


与 Lt,, 6&] 的 长 都 小 于 -7 而 


Cn 工区 
f+ a 
em 
所 以 
Ba=tiatt ti th ta + A D7 
TT 1 Vm Vm 
即 - 
nm 
Fi 
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2 . 握 动 定理 ”为 了 证 明 振 动 定 理 ， 先 对 边界 条 人 钉 U'《?)= 
gar(ay tasrita)=0, U(r)=B rh) + Br (00) = 0 进行 适当 的 
恋 换 。 若 以 wei Tet/p3 玉 C0) 除 U C2) =0 的 两 端 , 并 令 cas6, 一 


n= 0 就 变 
Cy? 则 一 0 就 变换 
为 XCacosd, ~ ri Caysind, = 0. 

同样 邻 cosBs = 84， sin6,= 一 -PD》 


vBi+Pi/pi Co) 
U(x) = 0 就 变换 为 
了 下)6DS8 一 27)sines = 0, 
这 和 里 限制 0 二 名 <z，0<9<r， 6，6 就 可 唯一 向 定 。 
为 了 证 明 方便 想见 ， 我 们 对 方程 
Lr=(p2) + Q(z=0 (5.1)7 
进行 Prifer 变 换 ， | 
a = pising( ty, pO) (CI) = plt ycos0Ct), (5.8) 


vBi + Bi/p’ by” 


于 基 
PF) = (Cpr) + x, 
上 有 一 arctgTer。 
对 1) 求 导 ， 得 到 


x wpx}t 1 OctIsin2g 


br(D= 了 7 pz -了 Cod. 
+( EE ) 1 4 Sin ? 
pr’ CDS 日 
即 
Ot) 2 一 j 2 gt)sin0. 


昌 , 交 4 多 站 


Or 08 一 bp LE | (5.9) 


类 毅 地 ， 对 ptt) 求 导 ， 得 


pty =p[ 汪 - OQCE) Jeose sing , 


在 证 明 氛 动 定理 之 前 ， 我 们 先 建立 尘 个 引 理 ， 


蚤 瘟 2. 对 于 方程 
LE p22) + Tryz=0 C5.10) 
My= (D9) + (qs 十 rs 一 人 .5.11) 


谷口 区 的 一 9 二 ji Qi) = ts、 设 PC、PA1 ECIOD，, 
Gt, gality, rty, re)ECOD, ENC mp Ch) >0, 
QD) 宇 91(07)。 把 人 6.10 和 05,11) 通 过 (5, 肪 作 故 换 ， 得 ， 


1-+ Qsin’e,, 《5 .127 


2 站 
FD “1 
1C#) p, 


Ea 2 + Q2sin’g,, 《5.13) 
所 


著 9; (人 是 方程 (5.12) 满 足 始 值 6(g 的 解 ) 6s( 昌 是 方 可 (5.13) 
狂 足 始 信 0:00) 的 解 ， 当 89,《0) 宕 8.《9) 时 ， 则 有 
031)20,01), t ELa,6], 
证 明 令 


2 ， 
Fdt,0) = & Qisin:0, 
pi- 


PCf ,86)= 0 OQ,sin:g, 


由 于 p1C) 之 了 (站 >>0，Qs( 站 宇 9 .C1)， 指 刻 
Ft OFLC ,DP), 
要 3 [中 


从 而 
(8,.~ 0 =P (tt, )— Pt,0) 
F.C,0.) ~ Ftt,0.), 
或 写成 
. (01 ON PA AY- Pit, 0 EHO, 一 Do 
其 中 t= max | 加 |. 
Pt) = 0.Ct) 0.1), 
车 结论 不 成 立 ， 即 8.01)>>8,(1)、。 则 有 
yp lop), 
将 上 式 的 两 端 薪 以 e 并 从 到 # 积 分 ， 得 
Pi Epa)el 0, 
这 上 与 QC) 0 的 假设 相 耶 盾 ， 居 理 得 证 。 i 
引 理 3 ”在 方程 (5.10) 与 方程 (5,11》 中 ， 除 候 设 0， (D> 
QCt) 寻 ， 其 合 假 诈 均 向 引 理 2,- 则 
.1 0.0), 1€ Ca,8], 
证 明 下 面 分 丙种 情形 考虑 ， 
当 BC9)>>8.C9) 时 。 由 直 理 2。 对 一 期 1 € [ab] 都 可 得 到 
BAF) mA (CF), 
， 当 C0) 9) 时 ， 机 以 证 胃 不 窑 在 a 点 的 有 名 坊 ，。 “能 得 在 
这 个 分 域内 抽 .tf 二 901C13》。 素 实 上 ,车 存在 注 司 2 二 < 中 的 灌 名 6， 
局 得 当 i EL9,8] 时 有 8,( 站 二 0.(7 二 (1)， 玫 是 册 广 程 (5.12) 和 
(5,13) 推 得 - 


( 寺 - 计 ) cos2f + CQ, ~ Q1)9ing=0, 


从 而 得 到 
“1 


PiCi)=ps(1), Hi)=n7, (R=0,1,2,."), 
再 利用 (5.12) 和 (5.13)， 即 可 得 出 | 


-lil-0, fE ra,g]， 


由于 pi，psCiECD， 所 以 这 是 不 可 能 的 。 这 个 矛盾 说 明 
确实 不 存在 使 91C1) 三 9.01) 的 区 间 La,0]， 于 是 就 存在 以 4 为 极限 
点 的 点 列 {t,}E Ca,6]， 使 得 | 
Ot) Ct), : : 
地 据 下 理 2， 当 12>>t, 时 ， 有 0.(1)>0， 1， 但 是 当 moo 财 ， 
zy 所以 有 
DC 001), 二 ECG 
台 理 4 设 BCt ,) 是 方程 


COS 站 


Ot)= 2os Fg+ win’ . 用 97 


撒 足 始 值 Ba 入 ) = 二 0 的 解 ， 这 里 pt》、 C1》、 ry ECD, . 
pty、rC1)>>0， 则 有 
Jim6(e 一 人 1m6Cb， 和 一 寺 o。 


证 明 显然， 对 固定 的 + 和，4C + 和 rcf) 是 入 的 增 栈 数 。 因 
此 , 若 记 QQ .CD =) FA) Qf) = qf) + htt), Bh Ri 
时 ， 就 有 QC1)>>91(1)， 于 是 根据 明理 3， 推荐 Qt) 
即 6Ct ,入 是 X 的 增 示 数 ， 由 为 0. 池 罗 - 从 丽 06t， D0, : 各 

加 择 常数 点 和 孔 ， 局 得 | 

[1 
如 图 5 一 1， 若 解 6 ,的 曲线 穿 过 4B。 出 在 4B 上 必 有 


人 


Jt) ， 
一 好 


二 F332 « 


图 5 一 1 


田 一 方面 ， 我 们 选择 充分 大 的 正 数 M>>0， 对 所 有 的 和 之 一 计时 ， 


在 AB 上 均 有 
0s 他 2 < 8 入 
即 
907(t, 和 < 也 二 全. 


这 个 矛 拓 就 说 明 曲 线 C1 ,入 ) 当 六 过 -请 时 不 可 能 罕 过 4B 从 而 得 
0<006 ,A) <B, 

但 由 于 主 是 可 以 任意 小 欧 正 数 ， 所 以 
limb, = 0 


再 证 limbCb， y= too, 我 们 选择 c> 0) 使 得 


. c—p, 1 
b—a Te pty” 


如 图 5 一 2， 设 直线 9.c 和 水 平 直线 9(f， 四 =kx 在 成 相交 ， 过 P, 作 
一 条 斜率 为 9 长 度 很 小 的 线段 AB;， k=1,2,*: 中 此 处 
03 了 


图 5 一 2 


1 
[4 min35CF 


联结 8.4 ,，B,4，，…， 组 成 一 个 折线 6.4 ,BAABhwc， 记 它 为 
GC1)。 于 是 GCt) 除 去 点 4，BiGe= 1,2,…) 外 ， 媳 处 都 有 连续 
的 导数 ， 而 在 点 4:。，B 处 也 有 左右 导数 存在 ， 并 县 且 有 限 的 。 从 
而 我 们 可 以 选择 充分 大 正 数 MM 汪 0， 当 %>M 时 ， 有 
Ot MGAE), C5.14) 
于 是 在 区 间 [a,5] 上 有 
» 234 。 


-Ar 


YE ke 1 


eet, ,A> GY), 
特别 是 8(5,))>>e， 但 c 是 可 以 性 意 天 药 ， 所 以 
lim 0(b,M)= 二 co。 
现在 我 们 来 证 明 (5.14) 成 立 ， 事 实 上 ， 在 所 有 线段 A4,B, 上， 
可 选取 一 个 正 数 MM 站 0， ee 有 


qct) + Met) > 一 


~ 
雇 以 
OEM) 0S Cg 和 rsin38 
pi) 
~ COS20 sin:# 1 
”Py py) py? 
即 


1 min_ 1 
ret, NM > 
‘> RD > WD ef 356 


在 线 眉 .4 BA BA 上 存在 闭 0> 0 使 得 sin:9 守 5 
从 而 可 选取 充分 大 的 正 数 Mi， 当 M>>M, 时 ， 就 有 
Cos 0 (gt jzr)sinag 汪 ee + at)0>G 0), 


> (k=1,2,.), 


mt) pty 
于 是 具有 要 选择 Nh 二 M =max(M,， 民 ,)}， 就 可 得 到 
BA Cr 
引 理 得 证 。 
.定理 #.15《 报 动 定理 ) 对 于 5 一 上 问题 
DE) + LI+ ee 0 ~ C6.1) 
UR = + x 4) = 0, 和 
(5,2) 


iD 二 ep (bY=0 
”2 


度 POIY EC qf), retYECOD, HF), rety> 0,T= [a,b], 
县 e:，4asi B1，Bs 是 不 同时 为 零 的 实 常数 ， 则 有 有 
i 有 无 穷 多 个 特征 入 {X}， 且 
No NL hh 


limh 二 和 


i) 每 个 特征 值 ,对 应 的 特征 函数 zt 在 区 间 I 内 有 + 个 零 
点 。 
证 明 设 抱 fs 是 方程 C5.9? 氏 足 始 值 MKs, 和 一 % 的 解 。 由 于 
Bt ,> 连续 依赖 于 参数 k， 根 据 引 理 4 有 
lim O56 ,NM) = 0, im ON) = + 00, 


从 而 可 以 选取 唯一 的 Mo 值 ， 使 得 6(5 ,Xu =6。 即 方程 (5.97 存在 
唯一 的 解 交 fx%o)， 注 足 边 界 条 件 ， 
Oa,h) = . CB,No) = 
设 Yoff Xu) 是 通过 (5 ,8 确定 的 二 .2 到 (人 Bz 77 二 《9 二 和 or 一 站 
的 解 。 于 是 +,Ct, 和 A) 注 足 边界 条 性 
U(r)rr a) + rrol(o) = 0, 
U(r )= Bro(b) + Broth} = 0, 
“我们 证 明 zo(t， hD 在 Ca,5) 内 没有 零点 ， 如 若 不 然 ， 设 有 某 
个 1 Eta,0) 使 得 tot ho =0, 则 BCiH 1 =Kx CK 为 某 个 整数 ) 县 
0740)>0. 但 6A),006 ,oD 因此 必 有 Bt,) =kxCt ,EE 
Ca, 6b))， 否则 扣 B, 和 o>kxr。 另 一 方面 由 Cf Nm0y 
Cf 3<0 《由 于 是 租 加 零点 )， 这 是 不 可 能 的 .只 侧 z(t， 
\ 0 在 (9， 57 内 没有 零点 。 
现在 设 X+>>% 是 唯一 使 得 6kt ,Xi 满 十 (5， 9) 的 人 ， 且 满 足 边 
田 条 件 。 
6。 


8Ca ?一 间 ， 
全 已 ,和 一 尔 二 元。 
同样 ， 设 ?1Ct,h1) 是 通过 (5 .外 确定 的 。 
Lr) + CIT hrIT= 0 
的 解 ， 且 满足 边界 条 忻 
Ur Year tarito) = 0, 
U2) aB Th) + Br(b) = 0, 
容易 看 出 ， 在 Ca,8) 内 存在 一 点 fi; 使 人 txiD=z 从 而 使 
z(tf)= p(tDsin8(t》 有 一 零点 11， 此 外 再 没有 别 的 零点 。 
一 般 说 来 ,看 在 fh.} 且 有 和 ,过 和 之 下 之 轴 之 玉 5 和 7 二 乓 二 | 
RX。 由 于 取 B(fs,Mw) =KF 的 具有 一 次 ,所 也.(tssy 和 入) 在 (a,25) 内 ， 
正好 只 有 nm 个 零点 . 四 
设 M 是 一 个 任意 大 的 正 数 ， 且 有 8D MD? =jt， 科 可 选择 充分 
大 的 mm 使 % + mr 从 而 存在 一 个 ho> Mt， 有 6b， ho 一 0 
所 以 
1Iinax = oo 


LE 


3. 特 征 函 数 的 正安 性 。 : 
定理 5.16 特征 值 问题 中 ， 不 简 的 特征 值 i,， 对 应 的 特征 
冰 煞 zt 和，xnCt he) 是 带 权 rCt) 正 交 的 ， 即 


人 OR MRF Ma) dt = 0, mh, 


证 明 由 : 
(pr tCqF M0 :5.15) 
CPrs) + C4+ ha IT = 0 . -£5.16) 


将 (5.15) 滋 以 mm 再 碱 去 45.16) 蒋 以 思 得 
EPZ Tn HT) = Ch ho Tey ; 
bb 


从 4 到 6 对 上 式 两 端 进行 积分 


DCOITXI COYImCDY 一 xOITI DY ~ Pears Ca la) 


sas) I= On- 和 ?| reredt, 
由 于 


Ur) or a) + G2 GE) =0, 


Um) San) + Ira) =0, 


及 总 gs 是 不 同时 为 零 的 实 常 数 ， 从 而 必须 有 ，， 


XO) EG) 
Pa) wnta) 


» 


即 . 
TR Ta Ta = 0. 

同 理 ， 有 和 . 

cab bY) — wb) — 0 . 

将 (5.18)，C5.19) 代 入 (5.17) 的 左 端 ， 就 得 到 


» 
aA) | rsh), Medi =0 


国 为 Xesj， 所 以 . 
“rods 1 IRA ha) dt 0. 
鲍 2 验证 5 一 [问题 
(tx) te=0s 
U Cr) 1) = 0, 


Ut{s)=x' (ee "y=0 


的 特征 函数 是 带 权 正 交 的 ， 
解 ”显然 其 特征 函数 为 
[上 上 + 证 | 


6.17 


w(t) =008 a ;01,2 


因为 
ex 1 nlnf mlnt 
| F008 — 3 COs 2 dat 
2 | 
=| COs 2 Teos tdr=0 (mny 
心 


所 以 ， 本 问题 的 特征 函数 = (1 是 在 [1,e*"] 上 带 权 二 正 交 的 。 


习 晒 


1。 E(t) = cost, x,(f)= sint 
Uay=2r00) + ST C0) + BU) + BT" (AY, 
UoCr nd) -2x C0) + DIT) 一 BZ AY, 
演 U Ux) UsCr), U(rs). 
验证 下 列 边 什 问题 可 解 性 条 忻 并 求 其 解 。 
2。 EF +I) -37 = Uri0) =0, 
UT)=r'(1) = 0. 
3。 EE = 0 Ursrt 1)=0 Uolr)==8(1) - 32x01) =0, 
4。 TF Or Ct Br) = 9 UxC0) = 1s 
Ur’ (1) = 2. : : 
5 xml)=2: U(x)=rt 1)=6, UCrysrt1}y 一 227 {13=0, 
6， 2A = Urry 30, LaCz)seztt) 1. 
求 平 列 S 一 上 L 何 题 的 特征 值 和 特征 函数 ， 
F.C AE = 0 UC (0) = 0, [Fa 人 sm (ry 三 有。 


Be CFT) + CD = 0 Und = 0 Ustr)ax(er) = 0 


gC) + 0D = 由 Vim 一 zt =0, ram=sz(2) =0, 


水 上 二: 


10。 验 证 x(1) = [sofeDar 是 好 性 向 是 


{PO + P05 + po ds ID, 
XO = =0 
的 解 ， 其 中 gf 人 hh 本 是 单 边 烙 林 函 数 。 

求 下 列 5-- 工 朵 症 的 将 林 画 数 。 

11。 Tt +E) =00 UC =0，T rareEgTT7 = 10, 

12. prtry= 0 (gg 0) = 和 [Latest =0. 

13, yay) = 0 Uy)=y MD =0, Uy + 2 C1) = 0 

用 双边 格林 函数 求 下 列 边 值 问题 的 解 。 

14. Erefy= fos U(r)=ar0) =0, U(r)=r (1) = 0 

15. zf FD Urssr(t0) =0, U(r)==r(1) 十 2XT 1 = 0, 

16。 证 明 sint 的 王 个 相 邻 礁 点 之 间 必 有 有 旦 私有 sint 十 pos 的 一 个 零点 。 

17， 证 戎 sintlnt) 的 两 个 粗 叙 零点 之 间 有 旺 仅 有 tos{1n1} 的 一 个 零 点 。 

18。 太 困 z( 科 和 gC 拉 分别 吓 

Tm ir + 2 TC 0, TE) = 08 
ty* ty + et + = 0 yt =0 

的 币 ， 间 ， 哪 一 个 般 在 1 = 1 的 有 有 过 有 第 一 个 零点 Y 为 全 么 ? 

19。 证 图 在 区 阅 ti、，oe}) 内 ， 方 程 yr + y=0 的 解 的 零点 个 数 不 会 比方 程 
Ty + zt+U=0 的 解 的 零点 个 数 少 。 

20。 找 一 个 区 间 ,使 得 方程 1- z2)07(z7 -2xg T+ 3242) = 的 遍 有 . 
绯 平 总 解 在 这 个 区 间 上 最 多 有 一 个 零点 ， | 

“21。 设 qz) 在 [0。，o] 上 连续 可 徽 且 有 9Kz)?>0，8 (2 人 >0 风 设 (0) 
是 VCz] + q(x)yCx) = 人 0 的 解 ， 若 zl zafzicza) 是 22 的 两 个 相 部 零点 。 
网 | ya? [ye) | 。. 


[= < 


‘2. 者 | qsyde = 4， 出 方程 yeKz)+d(zyytzy se 的 拓 个 解 在 
(0，。) 内 有 天 疼 多 个 等 点 。 
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第 六 章 ”微分 方程 组 


31 一 般 概 念 
在 本 章 中 ,我 们 将 研究 含有 多 个 未 知 函 数 的 一 阶 竹 分 方程 组 ， 
它 的 标准 形式 可 写 为 
i ofits rte), C=1,2,."1) 1.1) 


其 中 疡 是 #， zx ，x:，…，zu 的 已 知 国 数 。 我 们 将 会 看 到 稍为 复杂 
些 的 物 环 、 力 学 问题 ， 它 的 数学 模型 往往 要 涉及 到 多 于 一 个 微分 
方程 的 方程 组 ， 本 章 的 目的 就 是 导 求 微分 方程 组 的 求解 方法 ， 并 
建立 与 其 有 关 的 理论 ， 

对 于 方程 组 (1.1)， 如 困 存 在 一 组 图 数 X1 一 p(t) (i=1,2， 0 
mn)， 它 们 在 某 一 全 区 间 上 连续 可 微 ， 且 满足 方程 组 (1.1), 划 称 函 
数 wi(f7 Ci=1,2,.… n) 是 方程 组 (1.1) 的 解 ， 

所 谓 方程 组 (1.1) 的 始 值 问题 是 指 , 在 空间 (1,z, ，… ,zx。) 的 基 
区 域内 。 求 方程 组 的 解 ， 并 且 当 # 一 1。 时 ， 满 足 条 件 


wilto)=z1", (i=1,2, n) (1.,2) 
两 41. 22 叫 散 初 始 条 件 。 对 于 始 值 问题 
dz 


a fts Te Te) 

rzAtoy = tet, ,ny : 
如 果 存 在 一 蛆 页 数 z = p11》 Gi=1,2,*… 8 它们 在 售 1 的 某 个 
基 冰 上 韦 续 可 微 ， 并 且 漠 足 方程 组 61.1)? 秋 初始 条 忻 (1 :2)， 期 称 
»2¢1* 


落 数 wii (= 1,2,… 71) 为 次 信和 问题 (1.1》)，(1.2) 的 和 解 。 


一 个 高 阶 方程 

TE fsa, 0) | (1.3) 
这 里 f 是 f7,x7，… ,2 5 的 已 知 函 数 ， 可 以 通过 引进 n -~ 1 个 新 的 
未 知 范 数 ，z =21，2 一 24， = 将 它 化 成 形 如 
C1.1) 的 微分 方程 组 ， 


ee | | | (3.4) 


Ti =ftt, FE Fs Te) 


我 们 说 高 阶 方程 (1.3) 与 方程 组 (1 ， 4) 是 等 价 的 ， 意思 是 指 ， 如 果 
二 p(t 是 方程 (1.3) 的 一 个 解 ， 那 么 ， 
z= sp, se 2 
就 省 方 程 组 (1 .人 的 一 个 解 .反之 ,如 果 z 一 9(，zi 一 (1)，……， 
2 -= 贡 -1 是 方 稳 组 CI 们 的 一 个 解 ， 册 由 罗 
pi) = pt), wy = pact), 0 CD dt) 
条 昌 Mr 
PID SP pp 
下 
故 z==p(t) 就 是 方程 (1.3) 的 一 个 解 。 

下 面 ， 我 们 给 出 方程 (T-3? 的 失信 问题 与 方程 组 (1.47 的 始 信 
问题 的 等 价 概念 。 如 果 z=g 世 是 方程 人 1 .3) 福 足 初始 亲 忻 
HRT Ff 5 
的 解 ， 王 2 一 97 VC sg KE 就 是 方程 组 
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C1.4) 满 证 初始 条 件 - 
Fo = Ftd rT Tr (1.0 

的 解 。 反 之 ， 如 染 z = 二 pCH)，Zi 二 p12X -1 定 10 是 方 
程 组 (1.4) 满 是 初始 条 忻 C1.6) 的 解 ， 弄 T=pC#) 就 是 方程 (1 .3) 满 
足 初 始 条 件 41.5? 的 解 。 类 伺 的 作法 也 可 化 高 阶 方程 组 为 一 航 广 
程 组 。 

根据 这 种 等 阶 性 ， 我 们 就 可 以 把 对 方程 组 进行 研究 所 得 到 的 
针 果 ， 自 然 地 过 滤 到 高 院 方程 和 高 阶 方 程 组 上 去 。 

关于 方程 组 (1.1) 的 通 解 的 定义 ,可 仿 第 一 章 中 通 解 的 定义 类 
僻 地 给 凡 。 这 里 形式 地 写 出 合 n 个 任意 常数 的 解 ， 

Ti= pt cr Cr Ca) Ci=1,2,°" 1) 

就 称 为 方程 组 .1.1 1) 的 通 解 ， 其 中 ct (i=1,2,…,m) 是 互相 独立 


32 初 积 分 
对 子 方 程 组 


1 CH Tn) U1 本 2.1 


的 求解 问题 ， 这 里 先 介绍 一 个 常用 的 方法 一 可 积 组 合 。 它 的 思 
路 就 是 把 对 一 个 方程 所 建立 的 初等 积分 法 ， 搬 到 方程 组 中 来 。 册 
于 方程 组 (2.1) 中 的 每 一 个 方程 ， 一 般 都 含有 多 个 未 知 数 ,这 就 要 
求 我 们 作 新 的 变 昭 代 换 ， 以 全 得 到 一 个 只 含 一 信 新 的 未 知 浮 数 和 
一 个 自 变 景 的 、 而 且 容 易 积 分 的 一 阶 方程 ， 即 形 如 1 
dB, Tis Ys … 和 Ye) 一 人 


司 趟 -中 理工 让 Pn 
9 半 指 全 玫 式 ep 


中 站 


的 方程 .为 此 ,将 方程 组 (2.1) 的 一 部 分 或 全 部 方程 进行 重新 组 合 ， 
通过 这 种 组 合 的 办 法 引进 我 们 所 要 的 变量 代 换 ， 这 就 是 所 亩 的 可 
各 组 合法 ， 下 面 用 例题 来 说 明之 。 
例 1 求 方程 组 
一 风 y 
四 


dt 


的 通 解 。 
”和解 这 个 方程 组 显然 可 由 二 阶 方程 
dx 


中 令 和 =% 得 到 。 因 此 ， 可 利用 第 三 章 的 知识 求 得 它 的 通 解 为 


下 十 人 全 
上 四 

如 果 利 用 可 积 组 合 的 方法 ， 我 们 就 可 直接 对 方程 组 进行 可 积 
组 全 ,将 两 个 方程 的 两 端 相 加 ， 


珠 香 到 一 个 可 积 组 全 ， 上 册 此 得 
s+ cet, 
车 从 第 一 个 方 竹 的 两 端 演 去 第 二 个 方程 ， 又 可 得 到 一 个 可 积 
组 合 


cz 一 的 
ar 一 《人 一 2 


并 一 二 和 ase, 
最 后 ， 由 关系 式 z+y= ce 和 xD=ese -+ 就 可 得 到 原 方程 
组 的 通 解 为 
xz= 了 (cie+ 02e- 人 9。 
1 
2 


i= ( cer~ ce。 


扫 
N=0 .6 — Ce i, 
例 2 求 方程 组 
| dx 

dy 
4d 


(eat 3 一 区 


的 遵 解 。 
解 由 例 1 知 ， 对 前 两 个 方程 进行 可 积 望 合 ， 即 可 得 独 关 系 
式 
Ty PA 
TW—Y= ce"!, 
最 热 。 从 两 个 关系 式 不 可 能 得 到 未 知 半 数 z2， 但 用 尖 似 的 方法 再 
作出 第 三 个 可 积 组 会 又 有 困难 ， 放 我 们 可 先 利 用 得 到 的 关系 式 求 
出 s 和 zy， 以 便 闫 少 方程 组 中 未 知 函数 和 方程 的 个 数 。 由 关系 式 得 
T= Ce i, 
etel— ce i, 


" 2495. 


然后 ， 代 入 第 三 个 方程 的 右 增 ， 得 到 


dz 
Zi 十 2C181 十 4Cze is 


这 是 关于 炒 知 函数 z 的 一 个 一 阶 线 性 方程 ， 它 的 解 可 由 公式 给 出 
| zt)= (es + 2c1t Ye — 20.8 ts, 
故 厌 方程 组 的 通 解 为 
=0.6 +Ce !, 
foe 
ZZ=tcet+ oc te 20.6! 
其 中 ees sc, 是 任意 常数 。 
通过 以 上 黄 个 例题 可 以 看 出 ， 利用 可 积 组 合 能 将 宙 分 方 和 组 
的 求解 问题 ， 转 变 成 求解 一 函数 方程 组 的 问题 ， 或 者 茂 少 微分 方 
程 组 中 未 知 函 数 和 方程 的 个 数 以 便 求 解 ， 王 而 我 们 莫 从 理论 上 来 
探讨 ， 为 此 ， 先 给 出 初 积分 的 概念 ， 
设 男 数 到 (ft ,ziyzy,… X:,) 在 区 域 D 中 是 连续 的 ;. 且 有 连续 的 
一 阶 偏 导数 ， 车 把 方程 组 (2， 0) 的 任 一 解 z; = qi? (i=1 EF od 
代入 西数 四， 所 得 到 栾 流 的 函数 P4911,… ,ps(1)) 但 等 于 
常数 cz， 则 称 关系 式 
DE ,Nis Ta = C2.2) 
是 方程 组 (2,1) 的 一 个 初 积分 ， 有 时 也 称 函数 Dt ,2 :Xn) 是 
方程 组 (2.1) 的 初 积分 。 

了 南 旋 否 邯 ,对 于 方程 组 (四 1 格 妹 -个 本 积 组合 均 可 得 到 疡 的 
一 个 初 各 分。 并 县 ， 若 四, ， 中 。，…,@ 是 方程 组 (2.1) 的 8 个 初 积 
分 ; 那 妈 租 数 gC 加 ，… ,os) 也 是 方程 组 C3,1) 的 一 个 初 积分 、 
这 里 9 是 8 个 变量 中 ,中 ,,…, 吓 ; 的 任意 连续 可 微 函 数 ， 

一 般 说 来 ， 将 方程 组 (2,1) 的 两 个 不 同 的 解 ， 分 别 代 入 (2,2) 
“6 + 


式 时 得 到 的 常数 = 是 不 相同 的 ， 从 几 柯 意义 上 看 ， 当 “ 园 定 时 ， 
《2.2) 式 是 及 1 zlrza za 为 坐标 的 na+ 1 维 空间 的 一 个 n 维 曲面 . 
由 于 e 的 任意 性 ， 所 以 2.2? 式 所 拒 表 的 是 网 一 空间 药 一 旅 na 锥 则 
面 。 而 方程 组 (2.1) 的 解 xi= pi 区 >》 二 =14,2,… 阳 ) 基 此 空间 中 的 
一 条 曲线 ， 称 此 则 线 为 积分 曲线 。C2,2) 式 是 方程 组 (2.1) 的 初 各 
分 ， 就 是 说 方程 组 (2.1)? 的 任 一 积分 曲线 ， 必 定 整 个 位 于 曲 面 族 
《2.2) 中 的 某 一 个 曲面 上 。 1 

现在 我 们 米 分 析 ， 初 积分 在 方程 组 求解 中 的 作用 。 这 里 星 频 
指出 ,在 讨论 过 程 中 用 到 关于 方程 组 (23,1) 的 始 值 阅 题 的 租 的 存在 
了 蕉 一 性 定理 ， 将 在 下 一 节 引 进 ， 

定理 6.1 设 函 数 Dti,zi ,zx,) 在 区 域 D 中 有 巡 续 的 一 策 屿 : 
导数 ， 那 么 函数 下 是 方程 组 (2;1) 的 初 积分 药 充 村 条 人 昼 是 

op | oF ‘a ” 


or +t oefit "toi 一 人 (2.3) 


证 明 ”人 先 证 充分 性 ， 投 Yi 一 Pt C=1,2,…,N) 是 方程 组 
《2.1)? 的 性 一 解 ， 因 为 


d 


PO py, pt)) 
a 


dh dP dp . 


DP 0m ,dp ,08 .dp, 
ot oz, dt Or, dt 
3b dP 0p 

Tr + delit + gorf" 

由 C2,3) 式 得 


dD 901, 9st)) 0 
at ， 


所 以 
生 人 


Dt, pt), PN =e, 
有 从 而 函数 中 (triizs，…zv) 是 方程 (3.17 的 一 个 初 积 分 。 
再 证 世事 性 。 设 号 (fr ,ys 是 (2.1) 的 一 个 初 各 分， 划 对 
区 域 疡 内 的 每 一 点 ， 都 有 恒等式 (2.3) 成 立 。 事 实 上 ， 在 区 域内 
任 取 一 点 (to，z 1，… 75) 方程 组 (2.1) 就 有 适合 条 种 xiCt,)=x》 
的 唯一 解 记 = 的 (的 C=1,2," ,hn)， 于 是 有 
要 CC 
从 而 . | 
dt ,pt), ,pt)) 0 
dt + 


特别 当 + = io 时， 有 
det pa CH), 1 Pt )) 
dt =0, 


站 tb 


即 
- | LE 和 H 二 反 | 3 
Cg sa) + p+,, Ez 
1 - 
加 
ik 了 2) 于 "证 Cs 2) rt 


由 于 点 《fo ,29 rz 的 任意 性 ， 所 以 在 区 城 D 中 有 恒等式 (2.3) 
对 于 KK 个 初 积分 多 3 : 吓 ;, 攻 至 少 有 一 个 行列 式 


人 (PLD 
3 | 大 让 
OT To ss Te ” 


别称 它们 是 互相 独立 的 ， 其 中 ?。.,7。.,… ,x 是 未 知 夯 数 ri ,24， 
…,7: 中 某 k 个 画 数 ， 


定理 6,2 ”如 果 已 知 方 程 组 (2.1) 的 k 个 直 相 独立 的 初 积分 ; 则 
a 48 


可 将 方程 组 C2.1) 的 求解 问题 蛮 为 具 含 Rn 一 上 个 方程 的 方程 组 的 求 
解 问题 .。 
证 明 设 
名 Ci 上 《2 .4 
旦 方程 组 (2.1) 的 FE 个 互相 独立 的 初 积分 ， 因 而 行列 式 
oP ,Py 
OT Ta i 
中 至 少 有 一 个 不 等于 替 ， 不 纺 设 这 个 行列 式 为 
PD :2 
OT Tas Ts) 
于 十 (2.4) 存 在 着 网 酒 数 组 1 
一 站 放下 . 
殷 这 k 个 未 知 函 数 代 入 方程 组 (2.1) 的 后 ~ k 个 方程 的 有 庙 ， 就 得 


到 只 含 mn 一 k 个 未 知 蜀 数 z;+ 1， E42 ,的 方程 组 
dr, 


-= Ot Rt 由 
“rs FL Os Tt Ts 


Ck li2, fi)。 .5 


现 证 ， 若 z= p(t01，…,05(f=+1,…, 人 0) 是 方程 强 (2.5) 
1 = Pr CFs CE) Pa ts rs CH) Cs 
{ + CE) (t=1,2,." ,ky 
i= pit, 0 0) Cf=k+tl ny | 2.6) 
就 是 方 条 组 (2.1) 的 一 个 解 .事实 上 , 通 数 组 (2.6) 显 然 满 足 方程 组 
(2.1) 的 后 # 天 个 方程 ， 因 此 只 要 证 明 (2， 9) 也 祷 足 前 个 方程 妈 
可 .由 
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T= pes ns Pe Cs Ci Cs CY 
(i= 12.*° KE) 


及 
DF a TT) EC 
(i=1,2,.." ,Ky 
得 
Df Pt at CE, 
Ci=1,2,." ,Kk), 
再 对 ;微分 ， 坦 
站 吕 | = OD: ,dp _ 一 os 
"3 pr dz dat 三 必 人 1s2, sy . 2.7) 
可 于 有 
各 [+ 了 名 :p= (i=1,2.,k), C2.8) 


用 (2.7? 减 去 42.8?， 得 


于 
p> Ea [和 0 中 =ocGi=1， 2 天) 
jel 


由 于 -于 44 于) ,0， 帮 有 


OF Ts 
2 一 六 (有 1 "sp C= 
所 记 i 满足 C2,1) 的 前 # 个 方程 . . . 
景 后 证 明 ， 方 程 组 (317 前 任 一 解 ， 可 由 方程 组 (2,5) 及 关系 


或 (2.4) 确 定 。 设 加 0) = 12，… 是 方程 组 (3.13 的 任 一 解 。 
出 有 | 
"2 


9 有 Pp C17) = ci (=1,2,." ,Ek), 


PH = Ost, 多 和 
Ci=1, 2,.",k), 
车 prr1C1),… ,Vn(1) 是 满足 方程 组 (2.5) 和 初始 条 件 piC+0) 
二 P(t0) (=k+l won) 的 解 ， 令 
pi Ot poral) se pak Crs 8) CE=1, ,ek), 
于 是 
多 Ko) 二 回民 Par Ct od Pui), CC 


二 由 if 人 tt Ptoy, cc 


= p(t,) Ci=1,2,. ,Kk), 

根据 上 面 的 证 明知 ， 这 样 得 到 的 函数 组 piCb ,p01) ,pn(1) 
一 定 是 方程 组 (2，1) 的 解 . 

然而 方程 组 〈2。1) 油嘴 同一 初始 条 忻 的 两 个 解 必 须 是 相同 
的 ， 所 以 

Yi(1) =P(1) 《一 1 2 

这 就 表明 ， 求 解 方程 组 (2。1) 的 问题 完全 可 以 变 为 求解 降 
低 了 K 维 的 方程 组 〔2。5)。 

推论 ”如 果 知 道 方 程 组 〈2。1) 的 nr 个 豆 相 独立 的 初 积分 

加 1 


P(t ,ri ss ) ay 


《2.9) 


DE TL Tn) =0,, 

”那么 由 (2.9》 确定 的 隐 范 数组 ， 就 是 2.1) 的 通 解 。 

通过 以 上 的 讨论 可 以 看 出 ， 为 了 求解 方程 组 (2.1)， 只 需要 
“251.* 


求 负 它 的 个 相 卫 独立 的 初 积分 即 可 。 
为 了 用 可 积 组 合 求解 方程 组 (2.1)， 我 们 常 将 ,1) 攻 写成 


所 谓 对 称 形 式 ， 
Hr, _ fdr, I de dt 
fi js fs 1 


这 样 就 可 利用 比例 的 性 质 ， 给 寻求 可 积 组 合 提供 方便 。 
和 例 3 求 方 程 组 
dx _ dy dt 


rt yt TY 


解 “ 它 是 方程 组 -3 = 了，-2 =- 二 的 对 称 形 式 。 由 前 两 


yy 
积分 得 到 一 个 初 积分 


人 
OL, 


代入 后 两 项 得 到 


打分 后 又 得 到 一 个 初 积分 
CM ~ ttmc,, xy ts, 


直接 验证 可 知 这 两 个 初 积分 是 互相 独立 的 。 从 而 内。 
人 和 
Hti=0, ， 


9 853， 


即 可 把 > 和 # 解 为 1 的 函数 
人 CCes 二 tf 9 


: Ce 十 
yt 2 . 
这 就 荐 原 方程 组 的 通 解 。 
. 例 4 求 方程 组 
dz _ dy .du 
EE ey 
的 通 解 
: dw . 
解 将 一 一 一 二 的 分 子 分母 周 匀 以 e"， 再 与 的 分 
子 分 母 各 自 相 加 ， 然 后 令 它 等 于 -二 
即 
erdr _ dy 
. HeiHy et 
从 而 得 到 
dz +dCite ”下 一 0 
积分 后 就 得 到 第 一 个 初 积分 
工 十 Be Ci。 


类 似 的 作法 ， 即 可 得 第 二 个 初 积分 


下 十 其 全 到 Ca- 


显然 这 两 个 初 积分 是 互相 独立 的 - 于 以 方 和 组 的 隐 式 通 逢 可 号 为 
人 ly 
Yiue "=C;, 


§ 3 存在 唯一 性 定理 


这 一 节 我 们 讨论 一 阶 微分 方程 组 
中 


Se 


=f(t, Tls"* Tn) 《i= 多, | {3.1) 
清 足 始 值 条 性 
zi fo) = (i=1,2,.,n) {3.2) 
药 解 的 存在 唯一 性 问题 。 为 了 方便 ， 我 们 引用 向 量 和 矩阵 符号 ， 
这 里 对 它们 药 有 关 概 念 先 作 简 单 地 介绍 。 


1. 向 量 孟 数 和 答 阵 函数 ”我 们 所 讲 的 n 维 向 量 ， 均 指 扒 列 向 
量 ， 如 以 ms 人 = 1.2,，…， 间 为 分 量 的 ? 维 向 量 于 ， 可 写成 ax 1 短 
中 形式 ， 即 


A 


= {FRE ST i 


这 里 T 表 示 转 置 。 如 果 z; 是 ! 的 函数 ， 则 征 站 为 1 的 向 量 西 数 ， 吉 
办 i 是 常数 ， 风 称 下 为 常 向 量 。 
对 向 量 所 能 施行 的 各 种 运算 ， 最 简单 的 便 是 两 个 向 最 怪 ， Y 
的 和 及 数 c 与 向 量 下 的 积 ， 我 们 可 作 划 下 的 定义 


T+ 


+-| “+ 


Ng 和 * 

利用 求 极限 药方 法 ， 也 可 以 定义 向 重 汕 数 蕊 的 积分 为 
了 人 

4 = redt 


jadt i* 
汶 了 对 向 二 先行 估计 ， 我 们 定义 安 的 粮 或 范 煌 汶 ， 
地 吾 宁 学 和 


1 及 上 = 三 | 


根据 定义 ， 容 易 得 到 
和 ++， 
] e 基 证 =tc1 到 | 目 ， 
1 下 至 寻 和 委 1 下 人 至 站 ael。 
关于 n xn 短 阵 的 汤 念 ， 我 们 记 
A= {i I=1,2,"" ,0 
”为 a 阶 方 阵 ， 其 中 as 称 为 矩阵 4 的 元 素 。 训 果 oi 是 ! 的 函数 ， 则 称 
4 为 和 阵 画 数 ， 和 如果 0 在 区 间 (#,6) 上 部 是 间 续 的 , 基 丈 全 竹 画 数 
入 在 许 区 漳 上 连续 。 
矩阵 4,B 的 和 ， 可 定义 为 
4B en {i i 
宣 老 全 的 积 ， 南 定义 为 “3 


AhB=(Z ob ) 
一 般 说 来 4B 沁 BA。 
对 于 什 阵 人 的 禄 或 范 数 ， 定 义 为 
有 a | 一 2 [oul 
显然 有 
上 4 七 瑟 和 委 玫 和 和 十 站 好 盾 ， 
4B] 志 态 1， 省 B11，,， 
HecAal=lel :A 中， 
和 4 至 和 41 1 于 让。 
对 于 定义 在 区 间 (a,B》 上 的 向 是 范 数 至 , .我 们 说 官 在 这 个 区 
, 直 c 记 吕 本 略 


同一 区 关上 都 是 连 继 (可 徽 ) 的 ， 并 且 向 量 涌 数 素 关于 1 的 微分 ， 
可 写 为 


对 于 nxn 答 阵 函 数 人 4 的 机 分 和 积分 ， 也 可 以 类 似 地 定义 ， 
向 是 函数 序列 {至} 《在 ,= (zza yzw07) 我 们 称 它 在 
区 间 〈e,B) 上 是 (一 致 ) 收 敏 的 ， 是 指 对 钱 一 个 i(i=1,2,.…,n) 
应 数 序列 {zs} 在 区 间 (a, 朋 上 都 是 (一 致 ) 收 化 的。 
向 量 函 数 级 数 仿 下 ,我 们 称 它 在 区 间 (a,p) 上 是 一致 ) 收 


此 一 


的 ， 是 指 其 部 分 和 组 成 的 向 量 男 数 序列 {S, 1)(S. (全 = 之 到，) 


在 区 间 《ez, 久 上 是 (一 至 ?收敛 的 ， 
对 于 一 般 的 矩阵 函数 序列 ， 也 可 以 给 出 类 似 的 定义 。 
2?, 存 在 唯一 性 定理 ”现在 对 始 值 河 是 


di 


| fT Tn), 
区) = (i=1,2,.°" ,1) 
建立 其 解 的 容 在 唯一 性 定理 . 
定理 6.3 设 务 数 ft,zi ==1,3, 1) 在 n+1 维 
空间 的 阔 区 域 
D, to—-aSteiy +o, -ber 人 r+b 
ky 


{i=1,2,.",n) 
上 ， 满 足 条 件 ， 
1) 所 有 的 函数 fiCf,z1 ,T7520) (1 2) 连续 ， 
因而 存在 着 正 数 M， 使 得 | 六 | 二 Ms 
2) 所 有 的 函数 广 (5zlza…yzu)? 满 足 李 普 希 到 条件 


fitt ,x sr ft 了 了 1 ss zn)| 


LY lr-t|l, C=1,2,.",1) 
了 


其 中 L>0 是 与 ,x;y， 语 无关 的 常数 . 
则 方程 组 《3.1》 在 区 间 | -+,| sh。 上 存在 着 满足 冶 值 条 


件 (3.2) 的 唯一 解 。 这 里 pk, = min(a, 之 )。 


这 个 定理 的 证 明 完 全 类 做 主 第 四 章 $1 的 定理 4.1， 因 为 只 虱 
把 始 值 问题 (2.1) ， (2.2) 写成 向 蔓 形 式 ， 问 题 就 显得 更 为 清 
楚 。 记 

Titt) 
y= | zs 站 


Tt)? 
ft ris ss) 


F(t,X)= fatt ,EL sn) 


fo Cn sm) 
则 方程 组 (3.1》 可 只 为 向 量 汶 程 


了 下 , 
. i) C3.1> 


SF 


初始 条 件 可 写 为 
下 ii 3 一下" 27 
这 里 下 "一 (zy ,zz 2Z0)7。 这 样 一 来 ， 用 间 量 记 法 定理 6.3 就 可 
写成 ， 
定 亚 6.3/ 设 向 量 族 数 王 人 f , 下) 在 上 +I 维 空间 中 ,由 不 等 式 
lf -to la, 中 下 -下 "< 
确定 的 闭 区 域 D 上 , (其 中 5=m5) 清 足 条 件 
1) 到 连 绕 ， 辐 而 看 在 正 数 MM = max | P(t, XE) (=nM) 
2》 于 关于 屠 满 足 李 普 希 兹 条件 
I SE .9 | 在- 下 | ， 
则 方程 《3.1)7 在 区 间 1 -~ f°| <<h。 上 存在 满 是 初始 条 他 (3.2)" 


的 唯一 解 ， 这 里 ho min(a, 2) 

可 以 看 出 ， 要 证 明定 理 6.3 人 几乎 都 是 第 四 章 中 存在 唯一 性 定 
多 的 重复 ， 为 了 节省 篇 幅 ， 在 此 从 覆 。 

如 果 方 程 组 (3.1)》 药 形 式 是 


aCe +artt)Ts Tt tots, +t ft), 


| ae torrs te tat)ss + fa0t) , 
eae, + ona (Ct) rs + + oC et Ff), 
这 里 出 现在 方程 中 的 所 有 未 知 条 数 和 它们 的 导数 都 是 一 次 的 ， 故 
称 方程 组 (3.3) 为 线性 方程 组 。 其 中 系数 ouCiCi,j 1,2,.… ,ny 
和 自由 项 产 (f(G=1， 2 ,1) 都 是 区 间 a 志 1 志 B 上 的 官 各 茵 数 , 若 
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记 ACID = 一 《GD 如 (站 一 (CC ff) 党 (1)= 
CCT rad) nT, 于 是 方程 组 (3,3) 就 可 写成 


pe C3.3)7 


对 于 线性 方程 组 ， 在 系数 和 自 出 项 者 在 区 间 工 上 连续 的 条 忻 
下 ， 由 初始 条 件 (3.2) 所 确定 的 解 在 整个 区 间 上 存在 ,并 且 是 叭 一 
的 。 
定理 6.4 落 系 数 定 阵 Att) 和 出 量 丕 数 下 (1) 都 在 闭 区 间 
[ae, 有 上 连续 ， 则 对 fo 所 [eBj 及 常 向 量 肥 "=Cr? ,TD 
方程 组 (3.3)! 在 整个 区 间 a 专 1 专 B 上 存在 满足 初始 条 性 
至 人 fu) 一 下， - 《3 .227 
的 瞧 一 和 解 。 | 
证 明 先 证 存在 性 ， 容 易 看 典 ， 方 程 组 (3,3)’ 的 始 值 问 题 
dR - 
到 人 f 一 可" ， 
等 价 于 积分 方程 组 
(=r+| CACORD+ PJ, (3 .4 
因此 ,我 们 愉 要 证 明 积分 廊 程 组 (3.4) 在 人 区间 a 志 1t 才 BB 上 有 且 羽 有 
一 个 连续 解 ， 
下 而 甩 毕 卡 葛 逐次 逼近 法 来 证 明 。 我 们 取 雪 次 近似 为 
束 of)= 吾 ?， 
然后 把 它 代 六 (53. 科 的 右 庙 ， 使 得 到 函数 


旦 ,所 = 到 0+ LACEAT + Flds, 


称 它 海 一 次 近似 。 再 将 受 , 门 代入 C3,4) 的 右 端 ， 得 到 
«259 。 


KK ACR + POT)Jdr 
称 它 为 二 次 近似 ， 继 续 作 下 去 ， 我 们 就 得 到 向 景 菌 数 序 济 
XA- [CAC T+ ECT C3.6) 


(RK=1,2,...} 
如 果 对 某 个 上 有喜 c ;C9 二 站 民 门 ,这 时 四 站 就 是 积分 方程 组 的 
解 ， 或 称 下 民 号 为 天 次 近似 。 显 然 , 这 些 向量 国 数 在 区 间 c<f<8 
上 都 是 连续 的 。 
现 证 明 序 列 (3.5) 在 区 间 < 委 ! 委 8 上 一 致 收 黎 。 为 此 ， 我 们 考 
虑 向 量 函 数 级 数 


下 CH)+ 了 [站 C1) 一 证,.1(1)] €3.6) 


4 = 了 . 
为 了 证 明 级 数 (3.62 的 一 玛 收 就 性 ,估计 它 的 各 项 的 模 , 由 于 ALt) 
和 于 (1 都 在 区 间 9 志 1 志 B 上 连续 ， 才 存 宕 著 正 激 M , 当 t & [Cea,B] 
时 ， 有 
1 ACD <M, | FO) <M, 
由 于 
EEAD = LADE T+ PDId, 
故 有 
iD- 至 :ol<| ACO ,C+ RCT hdr 
< M1 i 
车 记 1 有 在 中 +1=N， 于 是 
上 1D 一 及 ,CDIENM|I- #1, 《3 ,人 
及 由 
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ED- ED | ACoDr 吾 (CD- 至 (nldr 
利用 (3.7) 得 到 
NNM! | [Fr 一 tn Id 
= NM 一 to|- 
21 * 
可 用 数学 旬 纳 法 证 明 ， 当 #E Te 站 时 ， 对 一 切 正 整 数 上 都 有 不 等 


式 . 


[eC KOT ENM 于 二 C3.8) | 


成 立 。 
设 k=n 时 (3.8) 成 立 ， 那 么 当 k=n+1 上 时， 由 


ei) | ACOLEAD ~ EDIdr, 
就 有 
LOGOED ROTEL IACONED -Dhar|. 
1z 一 二 
上 «| 


+t- I" 
NM mm 
《NE 十 


CNM"! 


可 见 (3.8) 对 一 切 正 整数 # 成 立 。 
由 于 1t 一 i | < 有 一 人 大 有 


WC) ~ RENM* -人 
而 数 项 级 数 


(Kel1,2,.",) 
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是 收 化 的 。 所 区 ， 由 维尔 斯 特 拉 斯 定理 知 ,级 数 (3.6) 在 区 间 c<; 
么 8 上 一 致 收 敏 。 从 而 向 量 函数 序列 { 瑟 :( 划 } 也 在 区 间 w<t<8 上 
一 致 收敛 。 设 
至 1)-> 可 tf {Kk-»00) 
由 于 至 ,Ci)GKE = 1,2,…,。) 都 是 连 睹 的 ， 所 以 极限 函数 至 (1) 在 区 
间 c<<f <8 上 连续 。 
现 对 (3.5? 式 两 端 取 极 限 ， 证 ko， 就 得 到 
至 ( 旧 二 本 ?4 | LACD ROY + FTdr 
这 说 明 向 量 函 数 至 (i) 在 区 间 < 万 1<8 上 是 积分 方程 组 (3.4) 的 
连续 解 ,显然 满足 至 (t。) 一 蛋 *, 因 而 也 是 始 值 问题 (3,3)7C3,23)/ 
的 解 。 | 
再 证 唯一 性 。 设 积分 方程 组 (3,4) 还 有 一 个 不 同 于 怎 (1) 的 


连续 解 下 (ty)，。 于 是 有 

京 CDD= 下 "+ | [4(D D+ Flr ; 
利用 (3.5)， 得 到 

四 (1)- 宫 w=. 4(D[ 瑟 -KD- 时 (Daldr 
由 于 函数 (4) 是 连续 的 ， 故 存 在 正 数 忆 ， 当 !E [a,BJ 时 ， 有 
I 于 COE， EN- 1 |+W， 
这 里 我 们 也 可 象 (3. 8) 一 样 进行 估计 ， 类 似 地 得 到 

AD- 和 Ci) NM Ht, 


从 面 有 , 
上 C1) 一 牌 (C1) NM FE. 


二 


取 极 跟 ， 让 k-~>co， 不 等 式 的 右 端 正好 是 正 项 收 敏 级 糙 的 通 项 ， 
坝 


有 一 >0， (keog 


这 说 明 序列 { 下 :ft]} 在 区 间 e<fS<ph 上 一 残 收 禾 于 圾 数 亚 (《 轨 。 
然而 序列 {至 ,C1)} 的 极限 函数 是 礁 一 的 ， 所 以 


了 村 (二 可 (的 ， 
定理 证 毕 。 


$4 线性 方程 组 


对 于 线性 方程 组 i 
[dz 


Gi CD taraC Hes + "ani + ft , 


ot -= a1CI)r1+ asalt)r, he + ont)T + fstt) , 


中 


(4.1) 


一 Gift 十 Ga Ct YT :十 Ga 了 YZ 十 了。 


可 至 
Tar 
我 们 已 经 证 明 ， 在 前 而 假设 下 避 的 始 值 何 题 存在 唯一 解 . 并 
时 其 解 的 定义 区 间 不 再 是 局 部 的 ， 而 是 大 范 坊 的 ， 即 在 整个 区 间 
ea<f<sp 上 都 有 意义 。 
涩 自由 项 六 (要 =0CG= 1;2 tt) 时 ， 即 方程 组 ， 
时 2 


一 各 (朴树 + EF() a 


可 取 _ 
CT， 


我 们 称 为 齐 次 的 ,而 方程 组 (4.1) 葡 为 非 章 次 的 。 这 里 下 入 算 子 沁 
号 ， 用 等 式 


RI- -A 


定义 线性 算 于 工 。 于 是 方程 组 (4.1) 就 可 写成 更 简单 的 形式 
LL j= E(t), 
算 子 工具 有 下 述 性 质 ， 
i Ere 至 ]= cL[ 瑟 ]， 其 中 是 任意 常数 ， 
ii) EC 可 :十 下 := 了 [本 上]+IC 到] 
下 面 仅 对 性 硕 训 证 明 如 下 ， 


LL 于 ,+ 及 ,~ LK, + 下:]- ACD[ 到 ,> 下 和 


a 一 入 (门卫 ,十 dE 一 ACt7 至 ， 


这 于 


工程,]+L[ 至 ,]。 《证 毕 》 
出 门 ，{) 可 推 得 


中 六 ci]- > cL[R], 


其 中 cr = 1,2 ?为 任意 常数 。 
1 线性 齐 次 方程 组 。 即 
五 -4( 昌 至 =0。 4.2). 


车 引用 算 子 记号 ，C4.2) 可 写成 
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根据 算 子 工 的 特性 ， 我 们 可 得 出 战 性 章 次 方程 组 所 其 有 的 简单 性 
质 ， 
性 质 1” 设 吾 是 齐 次 方程 组 (4.2? 的 解 ， 如 果 下 (fo 一 0 
Ca<to<B)， 则 在 区 间 gs<+< 且 上， 至 二 0。 
证 办 显然 方程 组 (4.2) 的 平凡 解 是 满足 零 初始 条 忻 的 ,根据 
解 的 唯一 性 知 ， 下 三 0。 
性 质 2” 著 下 :;， 豆 :是 (4 .2 的 两 个 解 , 则 2 下 ,+es 下 :也 是 
《4.37 的 解 ， 其 中 lyc* 是 任意 常数 。 
证 明 因为 
工 [ec ,至 ,+e 车 ,]=01L[ 村 1] + CsL[ 至 ,] 
而 LLX=0 (i=1,2), 
所 以 ci 下 ;+cz 下 :是 方程 组 (4.2 的 解 。 
通常 称 性 质 2 为 琶 加 原理 ， 显 然 对 于 尾 登 有 限 个 解 也 成 立 - 
性 质 3” 若 实 系数 方程 组 (4.2? 有 复 值 解 下 = 有 + 于， 刚 其 
实 部 Re 让 二 到 及 膨 部 I 吾 = 到 都 是 该 方程 的 解 . 
证 明 因为 LY+i]=0， 利 用 算 于 工 的 性 质 ， 有 
LIV riV]=L VU]+iLCPI=0, 
所 以 
~ LIV]1=0, LV]=0,。 . 
对 了 于 定义 在 区 间 es 生 f<8 上 的 向 量 十 数 下 ，， 下 :，… 下 "如 
果 存 在 靖 个 不 全 为 堆 的 常数 cl yes，…，ca 使 恒 筹 式 ， 
a (a.3) 
成 立 ， 风 称 它们 在 区 间 e 私 fs<8 上 是 线性 相关 的 ， 否 则 ， 称 吾 ， 
C=1,2,.… ,Mm.) 是 线性 无 关 的 。 
例 1 证 明 # 个 向 大 辐 数 - 


和 


fa 1 


| (xf 
0 ， 0', 人 
在 性 柯 区 闻 上 都 是 线性 无 闫 的. 


证 明 ”车 这 "个 沿 量 函数 相关 ， 则 存在 不 全 为 零 的 常数 0 


(i=1,2,.",n), 使 人 cj 天 ,= 0， 即 


i=1 


£2 下 


站 0 心 
由 手 cuf+es 全 于 … 二 ca 是 一 个 不 高 于 次 的 多 项 式 , 故 它 的 零 
点 不 会 多 于 ?个 , 愉 曾 25f+ col? + "+5 站 不 可 能 在 任何 区 闷 上 
怪 为 零 ， 所 以 下: 本 9 是 钱 性 无 苇 交 。 证 毕 。 
例 2 向 量 博 数组 于; =( “051 )， 下 = (Sat ) 在 任何 
区 间 上 线性 无 关 ， | 
证 明 车 下: ,党 , 相关 ， 则 存在 不 全 为 零 的 5,6;, 使 "本 
+ ca 本 :二 0 即 
纪 ieoaf + casint =0, 
nt + oc03t = 0, 
由 于 系数 行列 式 
"™: -| ont ,- Sinft 
一 Sinf, cost 
里 忆 0 一 cc 一 0 ， 族 互 :与 可， 线性 无关 。 
根据 向 帝 画 数 线 狂 相 关 的 定义 ,由 《人 《4.3) 式 可 以 推出 如 时 
266.: 


[=1*0, 


面 


个 向 量 遂 数 pp 4 =(7 Te 在 区 间 #tB 
上 是 线性 相关 的 ， 那 么 由 它们 的 分 量 构成 的 # 阶 行列 式 


TE TIE **" Yin . 
Tol Ta2 Xe 

《dy 
nl Tn nn 


在 该 区 间 上 必 恒 等 于 零 ， 我 们 把 由 分 量 构 成 的 行列 式 (4.4) 称 为 
向 量 画 数组 下 ，, 至 。,…，, 权 , 的 朗 斯 基 行列 式 ， 并 式 太 [1] 表示 
之 ， . : 
我 们 知道 ， 当 尼 ;Ci=1,2,… ,1) 是 常 向 量 时 ， 行 列 式 (4.4) 等 
于 零 是 它们 线性 相关 的 充 要 条 件 。 但 对 向 量 函数 组 下 (9 {i 一 1， 
2,…,h) 来 说 ， 半 斯 基 行 齐 式 等 于 零 只 能 是 它们 在 某 个 区 间 上 线 
性 相关 的 必要 条 件 ， 便 如 ,定义 在 任何 区 闸 上 的 两 个 向 量 国 数 乍 ; 
= (站 和 下 ,= 人.)， 显 然 由 其 分 量 构成 的 二 阶 行列 式 
op 
i 
然而 至 ,和 蛋 , 在 任何 区 间 上 都 是 线性 无 关 的 。 
”定理 6.5 设置 :Ci 一 1,2,…,n) 是 齐 次 方程 组 (4.2) 的 柱 一 组 
解 ， 若 存在 tf。€ ta: 有 ， 使 得 下 [fo]= 0， 则 到，, 宕 :下 ,在 区 
. 闻 (a,8)y 上 基线 性 相关 的 ， 因 而 有 有 WLI 0。 
证 明 因为 W[t,]=0, 所 以 常 向 量 组 怪 ,(1o), 至 , (1,),…， 
四 C16) 是 线性 相关 的 ; 即 存在 不 金 为 零 的 常数 CiC1=1,23.… ,nn)， 
使 得 . 


=0, 


CR 0) = 0 
1 


于 于 这 些 Ci， 帮 通 数 i 
* Be 


X= BOE), 


显然 至 人 ft) =0， 且 由 梧 加 原理 知 到 (是 (4， 2) 的 解 ， 根 据 性 质 
1s 有 . 
大 (1) = po 
1 于 
新 区 下 ji 帮 =1,2，… ,总 在 区 间 (8, 有 上 是 线性 相关 的 。 

这 个 定 逮 上 告诉 我 们 ， 当 向 量 阴 数组 于;(i=1,2,… ,KH) 是 齐 次 
方程 组 (4.2) 和 的 解 时 ，WTLf]=0 就 是 它们 在 某 信 区 间 上 线性 相关 
的 充 要 条 件 。 
”定理 6.6 设置 /i ==1,2,… ,1) 是 齐 次 方程 (4,2) 的 一 个 线性 
无 涛 解 姐 ， 则 它们 的 绩 性 组 合 


Eo 


就 是 方程 组 (4.2) 的 通 解 。 

证 明 设置 (1) 是 齐 次 方程 组 (4. 2) 的 任 一 解 ， 它 满足 初始 条 
件 至 (fo 一下"， 这 里 本 "= (zz yz97 因此 我 们 只 要 能 够 
证 明 ， 通过 对 任意 常数 Ci 的 适当 选取 ， 就 可 使 


入 (1) 二 Zcx 
为 此 ， 投 到 ii ) = Ci=1,2," 0 显然 宇 : 是 n 锥 向 量 空间 
的 基底。 令 


Sx? 下 


1=1 
即 可 求 出 Cir=Ci(t==1,2,…,)， 热 后 对 这 些 C1 作 消 数 
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脂 C= GR, 


由 要 加 原理 知 训 (1) 是 (4.2) 的 解 . 而 
NE - 


说 明 向 量 函 数 宣 (+) 与 夏 (1) 满足 同一 个 初始 条 件 ， 根 据 存 在 唯 
一 性 定理 ， 即 得 
怪 (i) 二 三 (1》， 
现在 关于 线性 齐 次 方程 组 的 通 解 结构 问题 ， 已 经 清楚 了 ， 依 
据 定理 6.6， 只 要 知道 了 方程 组 (4.2) 的 t 个 线性 无 关 解 ,就 可 写 出 
它 的 通 解 。 我 们 就 把 这 样 的 解 组 ， 称 为 齐 次 方程 组 (4.2) 的 基本 
解 级 。 对 于 方程 组 (4.2)， 它 的 基本 解 组 益 是 存在 的 。 例 恕 , 任 取 
# 个 厂 姓 无 美的 带 击 量 脏 ?=(1,0,…,0)7，。 下 2=(0,1,…,0) 7” 
0,0,…,1)T。 然 后 分 别 以 是 (10) 二 敌 9(i=1,2,…,n) 
为 初始 条 件 ， 对 方程 组 (4.2》 求解 ， 根 据 存在 唯一 性 定理 ， 有 解 
至 ;G= 1,3,…, 2， 则 下 :就 是 齐 次 方程 组 (4.2) 的 一 个 基本 解 组 ， 
这 样 一 来 ， 线 性 齐 次 方程 组 (4.2》 的 所 有 解构 成 了 一 个 解 空 
间 。 迷 个 解 空间 是 一 丫 n 维 线性 空间 。 
例 3” 求 方程 组 
dr 


他 
dy 
本 三 一 次 
的 通 解 。 
外 不 准 邓 证 ， x -es + 


— Sini 


sinf 


) 和 在 ,一 (1) 都 是 方程 组 


6 9 


的 解 。 又 因 
Cos + ,sint| 
— Sint,cost| 


所 以 怪 , ,下 ,可 构成 方程 组 的 一 个 基本 解 组 。 故 方程 组 的 通 解 是 
ce1 cos f+ces sinty 
Dt (_ ci sin f+ cocost 小 
最 后 ， 介 绍 一 个 公式 ， 我 们 称 它 为 刘 维尔 公式 ， 
设置 ;CCi=1,2,…,n) 是 线性 齐 次 方程 组 (4.2》 的 任 一 解 ， 
组 ， 则 它 的 衣 斯 基 行 列 式 可 和 写 为 
| 
WL ~ WLiolel -+ (4,5) 
根据 朗 斯 基 行 列 式 的 定义 ， 我 们 对 WI 二 就 {1 训导， 有 


» 是 下 
TI TWIN Ti Ti 1 
时 - 
Tel Try Tow Tul Ta "'" Ta 
WI[#]= -+ . 


Tol Tas hs Tel Tas" Tes 


BL Fi Ti 


Tl TE TE 
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YL TE Tln 


n 四 
TF as, ET 4 Berir i2 Tamin 
i-i ， 


让 一 全 


Tel Ta 四 Tr 
Tl Ti 提 区 1 
Tg! Ta 0 EE 


a 
FT aur Si TYi2 via 
-1 


i-1 
=03. CWE + a OWLII+ + a CH WC. 
于 是 得 到 关系 式 
WIL- (Sa CD)WE=0。 《4.6) 
i=1 . 0 


《4,6) 是 一 个 关于 WL 的 一 阶 线性 微分 方程 , 解 出 区 [! 即 得 刘 维 
尔 公式 (4.5)， 这 个 公式 在 微分 方程 的 理论 研究 中 是 很 有 用 的 。 
从 刘 维 尔 公式 可 以 直接 推 晶 ， 线 性 齐 次 方程 组 C4.2》 的 解 组 
的 朗 斯 基 行 殉 式 WW[1]， 只 有 两 种 证 能 ， 熙 者 剑 [ 引 二 0( 当 W[ fy3 
=0 时 ), 或 者 WW[1 守 0C 当 W[t0] 寺 0 时 )。 
2. 训 性 非 齐 次 方程 组 即 
A AOR-FD, (4.7) 
车 用 算 子 记号 ，(4.5) 可 写成 
I[X]= FC, 
关于 线性 非 齐 次 方程 组 (4.77 的 简单 性 质 , 也 可 利用 算 子 的 以 质 
得 出， 


狂 质 1。 若 肝 是 非 齐 次 方程 组 (4.72 的 解 ， 而 到 是 X4.7) 对 
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应 的 齐 次 方程 组 (4 .2 的 解 ， 则 至 + 到 是 非 齐 次 方程 组 (4.7》 的 
解 。 
证 明 ”由 算 子 L 的 性 质 2, 有 
Lf[ 宣 + 守 j=L[ 吝 1+LF 闫 1， 
击 L[ 县 ]= 玉 ，ILL 咎 ]=0， 所 以 
z[ 诗 + 三 "= 到 ， 
性质 2” 若 先 ,, 记 ,都 是 非 齐 次 方程 组 (4,7) 的 解 ， 则 二 :~ 
~ 罕 , 是 对 应 的 齐 次 方程 组 (4.2) 的 解 。 
证 明 国 为 
A LL 
而 L[ 硬 ,1- 开 吾 。]= 王 ， 所 以 
王 [ 吾 ,- 素 =0。 
性 质 3。 车 蛙 , 是 L[ 下 1= 始 1 的 解 ， 译 ;是 [至 4] 了 ,的 解 
则 其 ,+ 慰 , 是 5[ 至 ]= 到 ,+ 天 ,的 解 
证 明 “利用 算 子 L 的 性 版 2, 邯 得 
. 王 [ 宕 , 十 军 ,]= 工 [ 宣 ,] 十 也 [ 塞 半 = 让 ， FR 
| 我 们 把 作 夺 3 和 为 划 计 次 方 和 组 约 各 基 原 型 , 旺 然 对 任意 有 限 
个 非 齐 次 方程 组 也 是 成 立 的 . 


定理 6.7 设 牌 是非 齐 次 方程 组 (4 了) 的 一 全 特 解 ， Ec Wd 
是 典 齐 次 方程 组 (4.2) 的 通 解 ， 则 - | 


位 ci 下 + 时 


7 


就 是 非 齐 次 方程 组 (4.7? 的 通 解 。 
证 明 设 下 是 (4.7? 的 任 一 解 ， 于 是 作 向 晤 天 数 
.下 = 可 - 束 ， 
由 性 质 2 知 ， 要 是 对 应 齐 次 方程 组 (4.2) 的 解 。 根据 定理 6、 6 存在 
常数 CC ”" Cs 使 得 
于 一 > Ci 可 
t=1 
从 而 
三 =- 立 ci ;+ 入 


击 定 环 6.7 乞 ， 要 写 出 非 齐 次 方程 组 (4.7)? 的 通 解 ， 必 须 先 求 
出 它 的 一 个 特 解 。 常 数 变 易 法 就 是 求 非 齐 次 方程 组 (4.7) 的 特 解 
的 一 般 方法 。 


设 下 = 安 cx 是 对 应 齐 次 方 各 组 (4 2) 的 通 解 ， 我 们 将 任 
意 常 数 C: 看 成 为 1 的 待定 画 数 Ci(1)， 狼 后 将 
-SCN, | 1 (4.8) 


代入 非 齐 次 方程 组 (4.7). 得 


三 Ci (1) 下 十 Ec C1) dE 一 点 了 CI 发 上面。 
ek | 
因为 -4 -4 下 |， 于 是 有 


Ds .9) 
LE 


这 是 含有 rn 个 未 知 冰 数 CI Cf) (i==1,2…,) 的 n 个 方程 所 构成 的 方 
程 组 ,其 系数 行列 式 正好 就 是 (4.4) 的 基本 解 组 在, ,至 。,… ,至 ,的 
朗 斯 基 行 列 式 ， 最 然 ，W[ 间 三 0， 故 由 (4.9) 可 将 所 有 的 Ci(f) 确 
定 芥 来 ， 即 

CD=PA) Ci=1,2,",7), 
积分 得 


CiCt) = [viat C1=1,2,. 0), 
代入 人 4.87 即 得 非 齐 次 方程 组 44.77? 的 一 个 特 解 。 


例 4 求 方程 组 
dx 1 - 
人 -y+ nr? 
dy 
Hf 
的 通 解 。 


.第 由 鲍 8 逢 ,对 应 齐 隐 方程 组 的 通 解 为 
ieOs 半 十 性 zSia 了 
一 一心;8m 寺 二 Cre0S 
变易 常数 
{Dee t+ eCtysint, 
y= c(iysint+es (tycost, 
将 上 式 代入 原 方程 级 ， 得 ， 
人 citiNsint = 0? 
— CiCtdsin ft + cecaltycos t= 0 


ett)=1n|sin tl, 


cotf)=1, ctt)=t, 
所 以 通 解 瘀 . . 
上 eos ft + essint+cost Inlsint|+t sin +, 
y= CSintrce, cou to sint in|sintl+ teost, 


85 常 系数 线性 方程 组 


在 上 一 半 讨 论 中 ， 我 们 建立 了 线性 微分 方程 给 的 -… 般 部 地， 
- 鲜 决 了 线性 微分 方程 组 的 解 提 结构 问题 ， 关 于 求解 在 实践 中 除了 
罕 不 多 的 情况 下 可 得 到 具体 的 结果 外 ， 一 般 地 讲 , 如 何 求 出 解 来 ， 
还 有 待 进一步 讨论 。 如果 线 竹 方程 组 (4.1) 的 系数 ozi (7 一 1,2， 
…n) 都 是 常数 时 ,那么 它 的 求解 癌 题 就 可 通 社 代数 方法 得 到 解决 。 
正 因为 恕 此， 所 以 它 在 应 用 土 也 就 相当 广泛 。 我 们 把 这 一 类 方程 
弓 交 为 系数 线性 向 分 方程 组 ， 它 的 形式 可 写 为 


研 . 

5 = 81 + rar +" "+ 二 Ln Ts +f, (1), 
| dr, | . 
3 dt EL 十 Gaaga 十 … 十 享 asgps 十 六 


| oe 一 口 。 1 到 1 十 妆 。 sa a + fC), 


这 里 oCi,j=1,2,… ,0) 都 是 常数 . 

对 于 党 系 教 红 信 分 方程 级， 有 时 开 扎 化 为 一 个 高 阶 方程 
米 积 分 ,不 过 这 种 方法 有 具 对 由 两 个 或 三 个 方程 愧 成 的 方程 组 有 效 ， 
对 一 般 的 情形 ， 还 是 按 § 4 建立 的 理论 去 求 它 的 通 解 ,我 们 知道 ， 
阔 题 最 终 还 是 归结 为 去 求 常 系数 线性 齐 次 方程 组 的 基本 解 组 ， 所 
以 这 就 是 本 节 要 著 重 讨论 的 内 容 。 

-5 。 


设 线性 齐 次 方程 组 为 


了 ey a1 各 2 下 TalaTry 
学 : = Ns 
{5.2) 
L 和 = OT + Ts 
其 中 所 有 系数 01; 都 是 常数 ， 若 用 向 量 记 法 ,(5.2) 式 订 写 成 
qe =A¥ | .| (C5.2): 
其 中 z : 


J tg 0 inl- 


dar Jag ‘"* Ces 


站 = 


qa, ok Cag Gnal 


根据 高 阶 方程 与 一 一 只 方 和 组 的 等 从 性， 我 们 试 求 (5. 2) 形 如 

| 下 (i=1, 2 1) 5.% 
的 指数 形式 解 ， 或 写成 | 
ry 


年 = 醒 el = et : C5.3)7 


rn 

其 中 和 nm 维 向 重 悍 一 (riyriy…sr)7 都 是 待定 的 。 把 (5.3》 代 入 
《5.2) 并 消去 e+:， 得 到 | 
(ai ~ Dr tarsrs +t» ‘+ ar, =0, 

OyTy+ (G2 — ht "+ Orn = (0, 


(065.4) 


GT + 他 23 :二 长 Grm 一 Mr, 三 站 
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把 (5. 人 4 大作 是 列 riyrs 为 未 知 数 的 线性 并 次 代数 方 各 组 ， 
有 非 平凡 解 的 充 要 条 件 是 


《ai 一 ars "is | 
Gal 《gs 一 和 G2 =0, i 58.8y 
dn ns Go 一 六 外 


《5.5) 式 是 的 4 次 方程 ， 我 们 称 它 为 方程 组 (5- 2) 的 特征 方 必 (也 
称 作 矩阵 4 的 特征 方程 ), 而 称 它 的 根 为 特征 根 、 显 然 方程 (5 .5) 
.的 左 庙 是 关于 的 n 次 多 项 式 ， 习 惯 上 我 们 也 称 这 个 多 项 式 为 方程 
级 (5.2) 的 特征 多 项 式 ， 并 用 pC 和 ) 表 示 ， 这 时 方程 (5.5) 就 可 记 为 
PO =0. 
对 应 于 每 一 个 特征 要， 由 代数 方程 组 C5.4) 确 定 的 一 组 值 ri ,7 ， 
“车 记 加 = (riyra,…ro07, 于 是 下 就 是 与 此 相应 的 转 征 向 
重 . 很 明 显 对 同一 个 特征 根 ) 特征 向 量 眉 可 相差 一 个 常数 因子 ， 
关于 (5.4) 和 (5.5) 的 向 量 表示 式 ， 可 写 为 四 


《4 ~XBE) 醒 =0 5 和 
和 
[A -AE| =0, i 《62527 
其 中 四 | 
10* 0 
B O10 
0 0 rr 


是 单位 是 阵 ， 只 要 能 得 特征 根 ) 和 相应 的 特征 向 量 吾 ,我 们 就 得 
阐 了 有 形 如 (5 ,3) 的 解 。 
冯 此 ， 要 求 方程 组 (5.2) 的 解 ， 就 必须 对 特征 方程 (5。 5) 的 根 
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进行 研究 ! 这 个 根 可 能 是 实 单 根 ， 揽 根 和 重 概 ， 下 面 将 分 清 况 
进行 讨论 ， 并 给 出 解 的 各 种 具体 求法 ， 

1. 特 证 根 都 是 示 同 的 实 根 。 没 这 些 根 是 isha 和， 把 它们 
依次 代入 方程 组 (5. 4)， 就 得 到 相应 的 特征 向 量 姓 ，, 吾 :，……， 枉 ,， 
这 里 

;= ry) C=1,2,.", 7), 

把 和 和 吾 ; 代入 (5. 3)， 我 们 就 求 得 线性 齐 次 微分 方程 组 《5.2) 的 

# 个 解 。 

可 ,= 本 ,et 证 ,= 里 ,8"m'， 洲 ， 症 ,= = 于 .eter, 
| | (5.6) 

显然 这 # 个 解 是 线性 无 关 的 。 如 果 它 们 是 线性 相关 的 , 那 就 必 存 在 


一 组 不 全 为 零 的 常数 ,2:，…，c, 使 得 便 等 起 羡 cj 可 一 成 立 ， 


即 
DeiRiel!'=0, 
i-1 
:或 者 号 成 如 下 的 n 个 恒等式 ， 
| | 1 + Cafl et 十 十 Cn in + 兰 章 ， 
CsTer 十 Carsaehe + toate =0, 


[LAL 


由 于 疗 数 组 e' 'G= 13， 如 是 线 伺 无 关 的 ， 岂 此 有 


11 . -站 12 1 
r,s Ty Fy 加 . 

ci =0 col ho, ,es |a0. .7 
a LE Pn 


‘= 278's 


如 果 cuocs，…cr 中 有 一 个 不 等 于 堆 ， 不 妨 认 ce 二 0 那么 从 (5.7) 

就 得 出 r; ;= rai=…=ri= 0， 但 这 与 层 (j= 1y2,…,n 都 是 非 

零 测 量 的 销 论 是 矛盾 的 。 所 以 cl = 00 = 1,2,…,n)， 这 就 说 明 解 

到，， 蛋 ，，,… ,党 ,是 线性 无 关 的 。 从 而 和 基 ; C=1,2,…,n) 就 构成 了 

方程 组 (5.2) 的 基本 解 组 根据 定理 6.7， 方 程 组 (5.2》 的 通 解 形 

状 为 

时 一 cc Re'+c Re t+ celn', 

或 者 写成 . 
fzi 一 Cirile te + teine rr!, 
| EE 十 -十 作 22 


1 
i CE 


人 Pet 
其 中 cci…cr 都 是 任意 常数 。 . 
我 们 知道 对 于 每 一 个 特征 概 ,， 与 其 相应 的 特征 沿 量 可 ;都 
基 由 民 数 方程 组 (3.4》 非 单 值 地 确定 。 这 司 给 线性 齐 次 方程 组 的 
解 滋 上 一 个 任意 常数 因子 后 它 还 是 这 个 方程 组 的 解 的 性 质 是 一 至 
的 。 .| 
例 1 求 方程 组 
dz 
dr + 
过 一 43 + y 


的 适 解 ， 
和 解 ”由 于 特征 方程 
1i-》 1 | as = 
是 1 和: = -0 


的 报 是 x: = 83，%s = - 1。 求 出 对 应 和 ,= 3 的 特征 向 量 性 ,, ' 册 去 程 
9 


人 

dri— 272=0,. 

得 r; = 2z:， 故 垩 ,一 《1237。 
同 玲 ， 对 于 Xs = ~ 1 可 求 由 对 应 的 特征 向 量 避 := (1,- 2)7。 
故 求 得 方程 组 的 基本 解 组 为 


他 一 st 他 >” ， 
#1 =2e, Y= ~ 38 
所 以 通 解 为 


{ee 

y= a0 DCE, 
2, 特 征 剖 是 算 根 的 情形 。 对 于 特征 根 是 复 狗 时 ， 上 面 的 结论 

仍然 成 立 。 设 入 =8+ 地 是 特征 方程 (5.5) 的 一 个 复 根 ， 其 对 应 的 


转 征 向 量 为 吾 ,， 克 果 方 程 组 (5.2)? 的 所有 尼 数 ai 都 基 实 数 ， 那 么 
特征 方程 (5.5) 还 有 共 辆 复 根 和 =e- 级， 风 它 对 应 的 特征 向 量 
志 , 也 与 至 : 共 辑 。 因 此 ， 由 转 征 根 x 和 了 叉 所 得 到 的 两 个 特 解 一 般 
大 复 值 函数 ， 

Re "tlt Fi 
但 是 ， 人 们 感 兴 趣 的 一 般 还 是 求实 值 解 。 根 据 .上 一 节 的 性 质 3"， 
我 们 商用 两 个 实 解 来 代替 它们 ， 即 鸭 

至 ， = RetBe' GE 1 yy, i =Im( Re' 直 十 车 29 

设 王 .=UVV+iV， 则 有 

有 sp + 19inBt YU 二 证) 

mea oot ~ WsinBt) + ie "CU sinBt + WeosAht) 

故 得 到 . 
.280 看 


了 到，= ef( 昌 rcos8t — Wsingty, 
-可 Sinpf + VoosBt)., 


而 共 奖 复 根 各 一 a ~ 唐 并 不 第 出 新 的 线性 无 关 实 解 。 
例 ? 求 方程 组 
各 " 
ey 
解 ”特征 方 程 
和 一 5 
2 一 站 一 六 
的 报 是 := 31, = 一 3 
关于 特征 根 ki= 85 对 让 的 符 下 向 量 玉 ,由 方 和 组 
位 - Sr;— r=0 
| 2r1— (i+ 3Drs =0, 
确定 ， 取 + 一 5，rs =1~8i。 于 是 是 ,=C5,1- 3 ， 从 而 香 值 形 
式 的 特 解 可 号 为 
(je (, Jeeosat + isinst) | 
-| 5cos3t + i5sin3t ) 


js 


6083 了 十 3Sim3t + iCsin3t 一 3c0s31) 
| 5cos3t . - 5sin3t 1 
= 十 了 
COs3r + 38inst ) Sn3t — 300591 }) 
了 到 其 实 部 和 进 部 ， 就 得 到 | 
， | | Scos3t i 
及 ,=| jj= , 
(y: cosst + asingt], 


2 + 


全 ssinsr 
下 := 一 | ， 
He sin3t — 30083t /, 


所以 方程 组 的 通 解 为 
是 = 下 +c 全 

- 其 中 ci，c3: 是 两 个 任意 常数 ， 

3 特征 根 是 什 柜 的 情形 ， 设 =》 是 特征 方程 (5.57 区 5 重 根 ， 
这 时 与 ja 相应 的 点 该 有 Kk 个 线性 无 次 解 ， 但 由 公式 (5.62 可 能 只 求 
得 方程 组 (5.2) 的 一 个 特 解 ,要 求 出 其 余 的 k 一 1 个 特 解 就 得 另 想 办 
法 。 这 里 我 们 利用 线性 代数 的 有 关 知 识 , 将 方程 组 (5.2) 化 烧 村 以: 
直接 积分 的 方程 组 ， 从 而 求 出 方程 组 (5.2) 的 退 解 。 一 

根据 矩阵 理论 ， 对 于 ax# 的 常数 矩阵 4， 必 存在 非 异 的 4x 六 
上 矩阵 T， 使 得 矩阵 T -54T 为 著 当 [Jordan) 标 准 型 六 即 


Ji 日 … 0 
本 ，。。。 
T-LAT-J-| 0 0 
0 0 I 


其 中 J 是 一 个 车 当 小 决 ， 它 具有 以 下 形式 之 一 
. A 1 省 
Aiy 1 
| ) ga 
10, MN; 外 ， 
人 放 Mi] 
这 里 是 是 阵 4 的 特征 根 。 一 个 若 当 小 顽 对 应 一 个 特征 根 ， 但 一 
个 特征 根 对 应 的 若 当 小 块 却 不 一 定 是 单一 的 ， 这 时 一 个 特征 根 所 
对 应 的 答 小 挟 的 阶 数 的 总 和 应 等 于 此 根 的 重 数 ， 如 果 若 当 小 据 
的 阶 煌 是 Ki(i =1 ,2,… ,有 n》， 于 是 有 Ks: 十 Ks 十 十 了 一 天 
现在 再 回 到 方程 组 (5.2) ,由 于 对 系数 矩阵 4 存在 闭 把 它 变换 


成 车 当 标 准 型 的 矩阵 了 T， 我 们 就 利用 算 阵 T 作 变换 ， 
“733， 


. 于 二 了 可 《5.8) 

妊 

xi 一 Ti Ci=1,2,,n), 
和 1 


引入 新 的 未 知 函 数 到 = (9 ,bs ，… ,加 7， 这 样 方程 组 (5.2) 通 过 线 


性 变 搁 (5,8) 就 化 海 
adY 
To ATY, 
即 | 
到 _ “ . 
: =T 1ATY, : C5.9) 


由 于 炬 六 TAT=7 是 着 当 标准 型 ，: 记 以 方程 组 (5.9) 的 解 是 容易 
求 出 的 ， 为 此 写 C5.9) 为 分 晤 形式 
{a Mt ys (8.9)7 


du -~ : LA . 


d. ， 
于 + = Knut + Wakni2s 


dyn ; 

= 和 ni aaa 十 区 hads 《5 ,92 003 
dy A 

| 一 Mt 


整个 方程 组 分 咸 独 六 的 m 组 ， 它 的 组 数 凡 及 督 个 方程 组 中 方程 的 

个 数 ， 与 我 们 在 代数 学 中 讲 到 的 矩阵 生 的 初 签 因 子 个 数 其 及 每 个 

不 等 因 子 的 次 数 有 关 。 这 样 一 来 ， 我 们 可 分 别 对 每 一 组 单独 进行 
让 多半 和 


积分 。 下面 仪 对 (5.9)/ 作 详细 讨论 ， 从 它 的 最 后 一 个 方程 开始 积 
分 ， 得 

后 一 ce 《4 是 任意 常数 ) 
代入 (5.9,) 的 倒数 第 二 个 方程 ， 则 有 


he hy. ,+ caer 


这 是 一 界线 性 方程 ， 解 之 得 i 
Hel= ee. + cnt), (cr_ 1 是 尾 意 常数 )9 
如 此 作 下 去 ， 就 可 求 得 


《64.3 是 任 省 常数 ) 


4 Ci E 1 一 
间作 总 带 数 ?， 


可 仿 早 以 上 的 作法 ， 求 出 其 它 各 组 的 解 ， 然 后 将 它们 并 起 来 ， 就 
是 方程 组 (5.9)? 的 解 ， . 


一 本 
21 《ci + est+ 十 Ch 1 t je 
1 Ci, Rar 
i (catesttent Ck 一 号 tt 9 
th 2 | oie, C5.10) 


Wake 1 一 《cms TF Cnntst + pia 1 Je™s, 


Th TT 


及 -ta 一 《cot 二 eat Fe “ 瑟 - I je 


Hn 于 . - Pat +t . 


其 中 ec,、e:，…。o 基 任意 常数 .把 (5.10) 写成 向 量 形 式 就 是 


站 外 工人 和 
CE, — 1)1 
Yi \ et jie Fh- et 
ys 0 je Ck, — 2)1 
Mh, | 0 0 ens 
至 一 一 Cl: | +ea 十 … 十 你 
Yuhntt i 0 0 0 
Dn-knt+2 0 0 0 
5 | 站 站 | 0 
IH . 0 0 
0 jo 0 
0 0 0 
寺 二 ai 十 Cn-hmt2l 十 十 Cs 。 
可 fant . fim -1pmt 
| gmt Ck — 1)! 
fim- 2pint 
n | 可 Cn 21 
grt 


i A A 
+ Cn kn + pa 中 主 + 十 Cs 本。 《5 ,112 


容易 看 出 ， 我 们 得 到 了 # 个 特 解 ， 
i=, 0 0, 0 0 077， 
,= (te ev, 0, ,0,0 0", 


.3 


tA: lp 了 和 一 名 名 i 


. En 了 
一 一。 一 -一 一 -一 -一 一 一， 1 0 .0 
Coil’ CR 2 ? 人 00 ) » 


Y,-( 


b= 0,0 ;0,00t ;0,0)7, 
至 + 一 C&O,Os sO, Os teri et 0 ,0)7, 


| 了 mi ja 

(E11? Ck 27] 

由 于 它们 的 斋 斯 基 行 多 式 WL 志 0， 故 置 1, 置 ;,……, 靳 :构成 方程 

组 (5.97 的 基本 解 组 .从 而 (5.11? 就 是 方程 组 (5.9)? 的 通 租 表 达 式 。 
为 了 得 到 (5.2) 的 基本 解 组 ， 我 们 设 非 异 矩 阵 了 为 


FT Ts Tin 1 
7 TT 


,= (0,0,.,0 sr 


T= 


» 
LT Tas 2 Tin 
于 是 由 朗 换 至 =TY 得 到 
[Te T,, 
让 | = 二 T= Te 二 人 ‘Ty 多 
LTiett | 了 
「 了 iTTas 
加 : =T ，-- et Tit rT,s ， 


[Tt +T, J 


外 hm -2 


Tchr Tl 
1 -Mt1 17 + Tin-kw+o Ch 2 十 十 了 ， 
下 -1 2 
em T onchor + 1 = yr -1 十 机 (UT "Ts 
T Em 一 上 了 Ekm 一 
十 


CR 


显然 ， 这 样 求 得 的 至 1 ,下 。，… ,至 ,都 是 方程 组 (5.2) 的 解 ,现在 证 
明 这 些 解 是 线性 无 关 的 。 由 上 变换 (5.8) 知 ， 方 程 组 (5,2) 的 解 与 方 
程 组 (5.9)7 的 解 满足 矩阵 关系 式 
Cr) = TC), 
因此 ， 它 们 的 行列 式 满足 关系 式 
det(zi) =dettT, ddetCy), C5.12) 
从 等 式 (5,12) 可 以 看 出 解 组 密 , ,发 ;,… ,办 ,的 庆 斯 基 行 询 式 
了 责 ( 权 下 本)s0 
琢 语 i ; 至。)… 让 .是 (5， 22 的 一 “个 基本 解 组 ， 从 而 方程 组 (5. 2) 的 
通 解 可 写成 


下 人 fw 和 Ci 
ij-1 


其 中 cc …，cn 都 是 任意 常数 ， | 

以 上 论断 ， 对 非 重 特征 根 的 情形 ， 依 然 适用 ， 记 不 同 的 只是 
变换 后 的 方程 组 更 容易 积分 喷 了 。 这 里 我 们 要 注意 ， 变 换 上 矩阵 了 
理论 上 及 然 是 将 在 的 ， 但 在 笑 歇 上 要 找 册 矩阵 7 却 是 麻生 的 事 铺 ， 
因此 ， 它 只 能 作为 后 面 学 习 待 定 系数 法 的 音 论 基础 ， 

例 3 求 方程 组 


7 洁 


站 dr 
| a 二 一 六] rp 
全 
3 
既 
| d+ 2 


的 双 解 . 
解 ” 它 的 系数 矩阵 为 


-1 1 0 
1 0 2 


由 特征 方程 
-1 一 1 9 | 
-4 3~A 0 
1 0 2 | | 
可 求 出 两 个 特征 根 ， 一 个 是 单 根 X, = 2， 另 一 个 是 二 重 根 X: = 1 
_ 它 所 对 应 的 填 等 因子 的 次 数 是 2， 于 是 存在 非 异 矩阵 T， 使 


2 0 0 
Ti1AT=J=[0 1 i1, 
0 0 1 


利用 和 抵 阵 T 作 线性 变换 
本 = 工业， 


时 日 


把 微分 方程 变 为 
“228。 


一 个 ， 


期 


5 全 


. d. 
gr 和- Hs Tt ios se 


Vi 一 Ce3t 
i 一 (es 二 如 set 
Dis 一 se2f。 


为 了 得 到 原 方程 组 的 通 解 ， 必 须 求 出 T 来 ， 设 


10 0) 
: T= (Vu Vs), TT" IAT=| 0 和 1 
s 


,0 0 
其 中 六 .太太 。 为 由 自 阵 的 列 构成 的 向 量 ， 导 


: 10. 0 
A Vi = We Ns 中 
. 0 0 hls 
由 条 法 规则 ， 我 人 有。 : 
， CA :4 = ,VV as 及， te), 
于 是 
AV = AV ,=A AV, =V, +h,. 
CAMEY, =0, (MME =0, CA-hBY, =V,, 
因此 术 ， 妈 :分 别 是 矩阵 4 对 应 于 X:，Xz 的 特征 向 量 ， 开 ， 是 组 性 
代数 方程 组 的 向 量 解 。 
这 里 对 ,=23，%; =1 我 们 得 到 
» HB % 


0 1 Om. 
T= 2 “1 
1 -1 -1ii, 


于 是 所 求 原 方程 组 的 通 解 为 


ti ‘0 ey te 
Bt j*: { 2e J 2ter+er | 
本 oi As gt 2 fot Gt ， - 


其 由 clycz,cs 是 任 六 常数 。 

4, 待定 系 吉 法， 关于 方程 组 5. 2) 的 求 角 问题 ， 虽然 已 经 解 
决 ， 但 是 ， 由 于 找 出 算 阵 么 的 初等 因 了 于 和 确定 变 所 矩阵 T 是 一 各 
非常 复杂 而 困难 欧 工 作 。 所 以 权 直 接 运用 上 面前 方法 来 求 方程 组 
(5,2) 的 题解 关 很 东方 便 的 。 为 此 ， 我 们 对 所 得 镇 出 进行 观察 ， 
不 难 发 现 与 4 重 特征 根 % 对 盛 的 舱 ， 它 的 形状 为 
_ wi=Piliyet, ial12, Ny 
其 中 Pi(f) =p rist 圭 *… tnt 是 W 节 不 宙 了 6 次 的 多 
式 ， 基 于 这 种 分 析 ， 我 们 现 用 所 谓 待定 系数 法 来 求 (5 23? 的 基本 
” 解 组 。 当 系数 垂 阵 是 实 的 ， 先 求 出 也 异 的 特征 限 思 和 官 们 的 重 次 
k; CG=1,2,° ms Ks + kot +k =n), 然后 对 于 为 分 别 写 出 彩 
如 


- Ke 1 十 Ci12 下 十 + un, fii liyetit, . 
ws ={0zr1+ Gratt ws 二 Ca iye', 


+ 
Wa CC 十 Cs Fete i ie it 


e298.+ 


的 解 ， 其 中 系数 ec 是 待定 的 ， 把 (3.13)7 代入 市 程 维 (5 ,29， 的 去 
公 因 子 ， 并 比较 # 的 同 次 宕 的 系数 ,就 得 到 关于 待定 系数 的 线 竹 代 
数 方 程 组 。 解 此 方程 组 ， 可 到 任意 值 的 未 知 数 的 个 数 等 于 和 的 重 
次 kt， 于 是 就 求 得 (5.2) 的 后 个 线性 无 闫 解 组 ,最 后 将 j=1,%,*…， 
mn 各 解 组 合 起 来 ， 就 构成 方程 组 (5 .2) 的 基本 解 组 ， 

对 于 特征 根 X 是 复 重 根 的 情况 ， 方 法 也 是 类 似 将 ,这 时 必 有 一 
个 重 数 相同 的 共 钨 特征 根 X ,对 应 的 解 组 中 的 解 也 是 互 为 共 轩 的 ， 
因此 ， 我 们 可 选用 一 个 组 中 解 的 实 部 和 虚 部 来 代替 它们 。 
: . 例 4 求 方程 组 | 

dx 


dat = roy 

: Ei es 
[| 委 = = + 1s 
和 解 ” 由 于 特征 方程 是 
-4 1 1 

1 1-i -1 
TI | 
可 求 出 特征 要 为 和 ==0， ha 一 一 《一 重 根 )。 因此 ， 方程 组 对 应 
单 根 X,= 0 的 解 应 具有 的 形状 为 

Xs Ya 一 aly Taiogle 


这 里 ci;，(i=1,2,3》 是 待定 系数 。 殷 它们 代入 微分 方 各 级， 得 . 
和 + Osl= 0s 


= hl-%)*=0, 


ciid+cal 一 sl 一 0 


cortesl=0, 


291% 


这 个 代数 方程 组 只 有 两 个 方程 是 测 立 的 ， 令 cs，=ala 是 任意 的 )， 
我 们 就 得 到 柚 分 计 程 组 的 和 解 为 
1 二 22, 
Ta = 
对 于 二 重 根 h: = Xs= 1， 应 该 求 具有 形状 
X= (c+ esi)e', 
jestesst ertye, 
Tse ttsat)e', 
的 解 ， 共 中 cii GG=1,2, 3,j=1, 2) 是 待定 常数 。 代入 和 崔 分 方程 
组 ， 并 消去 因子 e'， 得 到 
Cs 十 Gil 中 必 Io 一 《Casa 十 Cos)?iTesi 二 Caig 
Cast 十 Caidt+Caz 一 《Cliz 十 za 一 Cs)i+Cii 二 Ca 一 Daly 
Crt +t Cal Cs = + Cs)t testCss 


比较 ! 的 同 次 客 系 数 。 就 得 到 代数 方程 组 ， 


2 一 ss 一 oz 一 0， CilTeizCsl 一 站 310 
jeare Ca or tteal= Oy 
Caz™= 0 Cs 一 Ca 一 0， 


解 得 
CI 一 Caly 中 1 一 City Cis=Cass crs=0» 
我 们 令 cs: = 有 Cs 一 站 这 里 8 和 ?是 任意 的 ， 于 是 得 到 
clii 一 Bocal=T， ai 一 有 
ci1s =7; 22=0, css=Y, 


所 忌 松 分 方程 级 相应 于 二 重 特征 根 1 的 解 就 是 


1= {B+YrYie', 
f 三 rer, 


et 
中 292* 


从 而 方程 组 的 通 解 可 写 为 
T=20+ (+rt)et, 
Ti ~ a+rer 
T= + A+ yi)e! , 
。 或 者 写成 向 量 形 式 


2 et tet 
(人 人 
1 el fei 
其 中 w、 语 ?都 是 任意 常数 。 
例 5 求 方程 组 
+2y 8 
. (se 
的 通 解 。 
解 ” 先 求 它 对 应 的 并 次 方程 组 


的 还 解 。 为 此 ， 由 特征 方程 
工 一 六 

4 3 一 大 
求 册 根 ,= ~ 1，): = 5。 因为 特征 根 都 是 单 根 ， 所 以 ， 相 应 
= 1， 我们 应 当 求 形 状 如 


一 人 +15CX 一 5 一 0 


全 Fe, 
yi =e 


上 


的 解 ， 这 里 r1，r; 是 待定 常数 。 将 它 代 入 齐 次 各 分 方程 组 ， 并 消 
去 因子 e-*， 得 到 以 r，ra 为 未 知 数 的 代数 方程 组 

-Ti,=F + 2,, 

{i tars 
令 r1 一 01、 则 有 rs = -c1。 因 此 相应 于 = ~ 1 的 解 可 写 为 

全 = y 


=-0e 


其 中 :是 任意 常数 ， 
同 理 可 得 相应 于 %, = 5 的 解 为 
下 一 Ca 人 
(00 et, 
其中 c* 是 任意 常数 。 于 应 次 人 宙 通 角 可 宝 
-el te :(,) 


pgs : 
现在 和 放学 这 有 广 组 的 才 和， 把 而 通 解 中 的 人 
意 常 数 ci 写成 cifi 人 一 1，27， 即 
人 +eattyert, 
y= ~ Clie :+2c. (te 
然后 代入 原 微 分 方程 组 ， 得 
eprrtoe 
. Cie t+20s( er mde 


于 是 有 


eiC1) = -21+ 6, et Ge 
所 以 原 方 程 组 的 通 解 为 


4 


一 一 elie t+ 人 Causest 十 (2 瑟 Je 


六” Cap 一 {21 + 十) 
Hu 


其 中 cl，ecz: 是 任意 常数 。 


例 6 求 方程 组 
和 buy 
dy 22 一世 
的 通 解 。 | 
解 ” 其 特征 方程 是 
1—\ 
|; -1- 下 9 


从 而 得 特征 根 为 \, = 3 hs = i 因此 ， 对 应 于 和 = 中 方程 组 
的 解 应 具有 形状 
艺 1 -PL 
()=(, je 
这 里 7， 是 待定 常数 ， 代入 微分 方程 组 ， 得 
{G- $i)r, ~ 5r2 = 0, i 
2r:+ (~1— 3Dr: 0 
于 是 挫 出 | 
rts dil ~ 1) 
令 7 二 5， 则 rs 二 1 一 组 ， 我 们 就 得 到 方 和 组 移 一 个 复 什 角 
Ti 6 1 8 
()=0 .30° 
fcos3t ,5singt 
(Cosas + 39ing 有 + {ghgt _ scos8t). 


a 295 0 


” 今 取 其 实 部 和 虚 部 就 得 到 基本 解 组 
Scos3i 5sinat 
(ss 十 ssint) (Gingt 一 gcosa!). 


放 得 到 通 解 为 


z 5cos3# 5sfn3t 
( 1 (oss Fssinat) + :singt accs81) : 


“其 中 ceo，2* 是 任意 常数 ， 


例 7 今 发 射 一 炮弹 ， 假 设 炮 弹 在 空中 运行 时 所 受 的 阻 力 与 
它 的 速度 成 正比 ， 试 求 炮弹 的 弹道 方程 》 运 行规 律 。 

解 ” 设 炮弹 在 空中 的 运行 位 于 同一 平面 上 ， 取 此 平面 为 XOY 
举 宗 面 ， 并 职 发 射 点 为 原点 ， 发 射 角 为 P。 i 


图 6 一 1 


在 所 到 的 华 标 系 中 ， 炮 弹 运 行 的 速度 和 加 这 应 滞 关 两 个 坐标 
轴 方 向 分 别 为 稼 ， 久 后， 这 ， 包 和 ， 记 起 弹 的 质量 为 m， 比 例 常 


数 为 XY， 于 是 根据 牛顿 第 一 定律 即 得 弹道 应 消 足 的 微分 方程 组 为 


dtz :de 
站 

号 
me =— Ky. me， 


如 某 初 速度 为 VY,。 逆 必 初 舱 条 件 可 写 为 
+ 2 


fe x| ， 一 Yucosgy 
#]i-o = 人 0 | = Vosing, 
t= 


由 于 这 个 方程 是 线性 的 ， 而 且 第 一 个 方程 正好 与 第 二 个 方程 
对 应 的 齐 次 方程 相同 ， 显 然 了 = ~ -1 是 第 二 个 方程 前 一 个 特 
解 ， 所 以 方程 组 的 通 解 是 


K 
f° + ce 衬 ， 
2 一 Cs 十 Ce ™t 一 | 


再 利用 初始 条 件 ， 即 可 定 出 


mro 
C1 = Cosp, 


mV, l 
C2 Cosp, 


i ), 


4 一 (yosing +). 


所 以 炮弹 的 运行 规律 是 


4 
一 8 i's, 


{ Vosing + 到 C1~ ee 站 -~ Et. 
至 人 ) 


习 是 


将 下 面 的 始 信 壬 题 化 为 与 之 等 价 的 一 防 方 程 组 的 始 信 问 题 。 
“297 * 


T1， 2 二 82 Te Xi)=7, XC(l)= 一 2 


2, rte=tel 0)=1, (0 = -1 x (0 =2, £00) =0) 


T+ Sy -TXTiEy -e's 
y -2y+13y’ ~ 18r=c0sty 
3 TD) = 1 LO) = Oy 
yD =0, y'(0)=1, 
4。 把 下 列 方程 组 化 成 高 阶 好 程 ， 然 后 求 出 它 的 通 解 ， 


5。 试 弛 和 始 值 问题 
T=rT+ty+e's 
可 = 
TD) =0, yt07 =0, 
化 成 只 会 一 个 未 知 函 数 的 二 阶 微分 方程 的 始 信 问题 。 
6。 求解 雄 信 问题 


x c=, xc， X C0) = (，)， 


7。 试用 乏 次 带 近 法 求 方程 组 X'CD = 2， co 机 用 


0 
XC0) =《 1 /前 第 三 次 近似 解 。 


EE 求解 如 答 问题 
人 
v0 =0, yy’ (0 = -1, 

的 第 三 次 近似 解 . 1 


9。 设 了 人 是 fs <t< 人 fi 上 的 庄 弱 丽 数 ， i eich 上 时， 
id eM+k| lcdr, 
昌 
其 中 于 ， 天 者 是非 负 常数。 试用 还 步 通过 法 证 鹃 当 包 <t< 央 ， 
* 298 » 


A Fy 


1 


zz Me y, 


求 下 列 方程 组 芍 通 解 ， 
Az 
dt Vs 
10 dy v2 
Ht 
x dy de 
ll. 人 一 并 一 站 
dx 
EE = +y+ 2 
l2. 1 了 
dr “TU+z, 
dz 


(22 AY ER) T+ 


dz dy ds 
22—-8y 3r-dz 4 一 2 


dy 
dr uy? 
i. ( dz Hy2 
EF Po 
dy -多 
dx gy 
19, dg 记 2 | 
dr “y+* - 


be 


12 


, 
20. 设 四 Cf) = 《2 1 ) ， 证 明 四 (f》 是 线性 齐 次 方 异 组 XC) 


0 1 | 
-| -2 3 jn 丰 何 丰 人 原 上 的 区 asf<8 上 的 了 
Bt 
dx dX 
21， 若 线性 齐 次 方程 组 二? = dtDX 与 GF = A2t 人 XX 有 相同 的 共 本 
. 全 组 ， 试 证 短 阵 流 数 A41(1) = A201)。 . 


dX 
22。 设 丽 :5i 和 于 :9 是 钱 竹 齐 次 方程 型 -二 = 了 ( 人 XX 的 两 个 基本 解 
秀 的 遍 新 关 行 列 式 ， 试 证 矿 5 = eV 2[ 科 ;其 中 ce 是 一 个 不 为 零 的 任意 常数 。 


1+ 导 -t+ 
23。 已 知 线性 无 关 池 数组 Di) =《。 。 放 ，ga(D = 《 ， ) 试 作 
一 个 以 它 为 基本 解 组 的 线性 齐 次 方程 组 ， 


sinf COSF 
24, 已 知人 cost ), ( — sint ) 为 方程 组 
de =d11 (C1) rl to (fz, 


dr | | 
23(Dz1Ta3aft7za2n 


的 基本 解 组 ， 试 求 ooffD， (i ?=1，2?。 


25。 考 看 方程 组 和 = AX + 下 , 其 中 .4-《 0 2 ), x (2 )， 
sint 
F= (os ). 
e2: te2' 


1 试验 证 ZG = 《0 ear ) 是 X'=AX 的 基本 解 组 构成 的 
算 阵 。 ， 


1 xz. 本 
2) 试 求 克 "= AX + 下 满 足 初 始 条 忻 状 (0) = ( -1 ) 前 解 XC1)。 


Dm 


和 嘲 


1 
3。 试 求全" = AXK+ FE， 其 中 4-( ， )， 买 = (2 )， 


和 1 
F = ( -st ) 清 中 初始 条 件 XC0) = 《 1) 的 解 Xf)。 
27， 设 90D j= 1;2,9) 在 - %<f<m 上 六 续 ， 已 知 方 注 组 ， 


a 
T+ =01 tH 十 如 1 fit) 了 Ta 十 人 1 atiyzs 和 


dr 
yr = artt)m 十 aa Ci)r2 + 02 gt1) rap 


4 
aa)r + arati rs + a ra +t 


1 1 Dy ， 
| -+ ) ye | ( 1 y 试 求 出 质 徐 方程 


-1 于 1 了， . 
组 的 通 解 及 满足 初始 条 件 v1C0) = za(0) = zst0) = 0 的 特 姐 。 
求解 下 列 方程 组 ， 
dx _ 
dr 
28 。 
. 好 
-二 = — 27. 
如 了 
了 = BT + HB - 282y 
29, 人 — T+ 408 — 2223 
-92 一 6 十 和 7 中 一 了 1 
“dr 
了 
d 
30。 + 
dz 


. 0 


(0) =1, 207 =4, 
这 3 了 
dE +2 dr 学 -20 


dz 
32, 1 T+y 0 


XD) = 1 yO = 0 


— dx dy de 
dt ar + dr -+22=2 
」 dz dy dz a 
i i i 
dr dy dz 


A ， dt 

dr td dr TT 
dz 
5 


d2y 
"dly to- V0 


dx 
| -a “ryt+cost, 
35。 
Y. 一 和 十 时 二 1 


— T+ dy=Dy 
:E 


B66, 


dz dy ini 
4 -3 Bint — Ssp 


S7。 地 到 
Car =t0St— ye 


二 
1 ST -+z= 1s 
a 
人 gy = 1, 
389. 
Ap. -区 +#= 站 ， 


dz dy 
sar dr T+ 机 


二 0 dr dy 
8397+? +34T+ 88 -0% 


9 
世 坟 针 


41。 
1 ra0. 


4。 对 于 带 系 数 吉 性 齐 次 入 分 方 和 组 < = AX， 让 证 明 它 的 所 记 竺 和 
各 具有 纪实 部 ， 是 其 一 切 血 当 t+ 四 时 都 幸 于 鹤 的 序 要 系 件 。 


“I 


第 七 章 ”定性 理论 初步 


831 引 言 


在 这 一 章 里 ， 我 们 所 要 讨论 的 内 容 是 常 微分 方程 的 一 个 重 联 
分 支 。 它 包括 一 般 定性 悍 论 和 称 定 性 理论 两 大 都 分。 其 主要 任务 
是 研究 比较 复杂 的 撤 分 方程 解 的 昌 部 和 全 局 的 性 质 。 

18 世 纪 后 举 叶 ， 微 分 方程 的 研究 中 心 是 求 通 解 素 达 式 。 当 
时 人 们 几乎 相信 ,上 凡 微 分 方程 都 可 求 出 下 初等 画 数 所 裘 达 的 解 来 ， 
但 实际 上 ， 求 这 种 形式 的 解 已 越 来 越 困 难 。 尽 管 醒 西 于 19 世 纪 初 
期 首先 对 微分 方程 的 始 值 问题 解 的 存在 性 提供 了 严格 的 证 明 ， 增 
强 了 人 们 求解 的 信心 ， 然 而 解 的 存在 与 号 钥 解 的 表达 式 必 觉 是 两 
回 事 ， 特 别 是 刘 维 尔 在 1841 年 从 理论 上 证 明了 一 般 黎 卡 提 方 程 不 
-可 能 用 初等 积分 法 求解 。 这 一 结果 对 络 分 方程 的 发 展 影 医 很 大 ， 
使 人 们 意识 到 一 个 微分 方程 (特别 是 非 强 性 方程 )》 的 解 能 和 否 求 
出 ， 并 不 是 方法 问题 ， 而 是 有 本 质 上 的 困难 。 

到 19 世 纪 八 十 年 人民， 人们 开始 从 定性 方面 去 探求 解 的 一 般 性 
态 ， 即 直接 由 微分 方程 本 身 米 研究 它 所 定义 的 积分 基线 。 这 种 观 
点 在 线性 方程 (组 ) 中 已 经 使 用 过 ， 至 于 非 线 性 方程 的 定性 研究 就 
别开生面 了 。 禧 国 数 学 家 应 卡 荣 〈H.Poincare) 和 俄国 数学 家 
李 雅 普 诺 夫 (nanyzoB》 两 人 互相 独立 而 又 互 有 影响 地 发 展 了 定 
性 理论 这 一 分 支 ， 并 且 为 常 徽 方 程 定性 理论 商定 了 牢 回 的 基础 。 

对 于 微分 方程 组 
04* 


= ff, Ta) Cl=1,2,"°1) €1.1) 


在 大 多 数 的 实际 问题 中 并 不 链 要 求 出 它 的 解 ， 而 关心 的 只 是 以 下 
几 个 问题 ， 

1. 是 否 存在 一 组 常数 ?1 ,x?,…,x?， 使 得 =z? 人 =1, 2 
nm) 是 (1.,1》 的 和 解 ， 在 力学 上 ， 一 般 地 称 《z ,zx?,… ,x3)》 是 方 
程 组 《1.1) 的 平衡 点 四 

2. 设 piCt) 和 下 (DG=1,2， 9 是 (4.1) 的 两 个 解 ， 且 对 
Ti<n， 中 50) 接近 9iC0)， 试 问 机 C1》 对 以 后 的 一 切 t 基 都 在 
yitt》 的 附近 ， 还 是 当 ! 赵 于 无 穷 大 时 由 (1 将 远离 piCi (i=1， 
2 

3. 当 t 谭 于 无 穷 大 时 ， 方 程 组 (1.1) 的 解 的 性 状 如 何 ? 

为 简单 起见 ， 我 们 常 把 方程 组 《1.1 写 戚 向量 形式 


dX 
- = FCr 7， . 
其 中 入 = (C2) ,2 ,7， 人 一 ， ds, -az yn 
FCOt XI) 一 人 FF 
关于 方 称 〈1.1 的 研究 ， 根 锋 方 程 本 身 的 不同 ， 枉 学 为 两 


种 情形 ， 一 种 是 方 召 的 有 涪 不 明 最 包 合 自 变量 ， 的 情形 ， 这 时 方 
程 组 的 形式 是 


ie ?n> 加 . 《1 ， 32》 


我 们 称 它 为 自治 方程 组 ， 另 一 种 情形 就 是 《1.1?， 即 方 种 的 者 路 
含有 自 变量 ! 的 情形 ,我 们 称 它 为 非 自 治 方 秆 组 。 
本 似 的 上 日 钨 ,主要 是 对 自治 方程 组 就 上 述 问题 从 一 袜 步 介绍 。 
4 .803 


$ 2 自治 系统 及 其 基本 性 质 


于 沦 下列 形 式 的 方程 组 


Ei 一 六 CE rT) (i=1,2,n) 2.D 
其 区 域 为 


Ga {tt ,Ra ~ cot +eoo, (eit ED}, 
式 中 是 n 维 空间 (riyzi…z) 中 的 某 区 域 。(2.1) 的 网 量 形 
趟 为 | 


很 多 物 亚 规 税 孝 可 用 自治 方程 组 来 描述 、 如 在 第 码 章 384 中 、 
讨论 的 弹 息 振 动 问题 ， 描 述 它 前 方程 着 


dy dy i 
a att y=0. 


里 令 z= 和 yt 上 式 悍 化 为 方程 组 


和 = 
oe- ~ 2bz py | . 
显然 ， 它 是 自治 方程 组 (2. 1) 的 形式 ， 闫 便 指出 ， 这 里 学 标 (y， 
2) 的 活 意 是 ， 4 是 位 移 ， ?是 速 谋 ， 通常 我 们 闪 《y ,zy 平面 为 相 
”本章 我 们 恒 假 定 为 程 组 {2.17 的 右 堪 钴 数 fret Ct 
1,2,…p1 在 n 准 空间 (zz 中 的 区 域 了 内 有 党 义 且 连续 ， 并 
" 306 * 


设 请 (zszy》 油 足 适当 杂 件 ， 使 得 对 任 党 -00 过 1 之 + 中 ， 
《29,29YED， 足 以 保证 始 全 问题 


Si fobs- 2， 《2.17 
《一 . 
一 《2 .2 
或 . 1 
dK _ 
| 
到 Crfu) 一 下 ? 


pe 或 层 = 铝 (了) 在 1EI 内 容 在 、 瞧 一 及 连 
续 依 赖 于 初 值 〈ft oz zt 。 
有 时 为 明确 (2.1)、(2.2) 的 解 所 具有 的 亲信 ， 也 党 把 它 的 
解 写 成 
一 【2 .37 
或 
下 = 四 (to 下?)。 
对 于 方程 组 《2.1)， 我 们 已 知道 它 的 儿 何 解 基 是 在 #+1 维 空 
间 (f zzn》 内 确定 了 一 个 方向 杨 ，(2.1)》 的 解 p(t) (i=1， 
…m) 是 这 个 空间 的 一 条 曲线 ， 即 所 谓 积分 曲线 ， 现 在 从 应 用 上 ， 
把 i 理解 为 时 间 ，(z， ，…zm)》 理解 为 n 维 空间 的 总 ， 闭 么 天 (21,… 
zr) 就 是 在 该 点 的 速度 分 量 ， 在 这 种 动力 党 解释 下 i 我 们 称 方 各 
组 〈2.1) 为 动力 系统 简称 系统 )， 而 称 n 维 空间 《rf，,… ,x,) 为 
相 空间 (x=2 时 就 是 前 面 提 到 的 相 平 面 )， 相 空间 的 虚 就 叫 相 点 ， 
方程 组 《2.1》 的 每 一 个 敌对 度 于 这 个 系统 的 一 个 运动 ， 在 相 空 
间 申 由 (2.1) 的 解 所 描述 的 曲 强 称 为 加 组， 可 殉 训 达 藉 gi 二 pi; Cf) 
C=1,2,.…n)， 作 为 积分 曲线 《 即 运动 ) 它 描述 前 匡 动 点 刘 述 靖 
规律 ， 作 为 朝 线 这 时 把 ! 看 作 参 数 ) 它 给 卉 了 动 庶 运 动 时 所 经 
里 SA * 


过 的 路 线 。 二 省 的 关系 是 ， 轨 强 是 *+1 维 空间 (t,x ,…z,) 中 的 
积分 化 线 在 祖 空间 内 的 投影 它们 的 显著 区 别 在 于 积分 曲线 可 以 
不 考 悦 方向 ， 而 轨 线 一 定 是 有 周 曲 线 。 

重 如 z=cost，4#=sint 基 自治 系统 


的 和解 ， 它 在 三 维 空间 Cf,x,y) 中 粳 绘 出 一 条 螺 线 ， 而 单位 国 z 
+ #7 一 1 就 是 该 解 在 相 平面 上 的 贺 线 cr. 


i x 
1 . 
加 We yersint 是 系统 
ja i 
局 =z- y- 


前 解 ， 当 + ER -zeeo3 时 ， 点 集 {Cemreost， etsinty} 非 粗 于 
语 ' (XX， 六 土 盾 给 册 一 条 幼 线 ， 多 此 钴 w=e cost y= ertint 
的 热线 是 一 六 赂 线 .( 阴 7 一 2)。 

再 加 ， 对 于 系 毕 

二 


图 7 一 .图 7 一 3 | 
最 然 +*=31+ 2 y=5t+ 7 “<t<+.00) 是 系统 的 一 个 解 ， 


形 十 线 ! 一 Se 2).+7 就 是 该 解 的 拉线 癸 7 一 Se ， 


dE py; i 1 
有 下 面 几 个 往 单 而 有 用 的 性 质 ， | | - 
.性 质 1” 若 吾 = 旺 ( 生 是 系统 (2 1 前 一 -个 解 ， 则 国正 (Ct + 0) 


也 是 《2.1) 的 解 ， 其 中 6 是 一 个 常数 ， . 
证 明 设 解 年 一 DC1) 的 存在 区 间 为 (a, ,0 由 于 下 = 


人 (if) 是 系统 (2. D 的 解 ， 因此 对 每 个 LE (ay 2 有 一 一 < = 


攻 ( 由 Cr)7。 而 . 芝 
.dD + cy _ +0) ,Att d(t+e dbf 0 
dt ae dr ; .At +0) 


* ape 


从 而 有 9 中 二 PC@(1+4 0))，1E (ao co)。 这 吉明 更 = 


亚 ttf + 也 是 系统 (2.1) 的 解 ， 它 的 存在 区 阅 应 为 (a 一 5，。o%)， 
性 质 2" 设 系 统 (2.1) 右 端 的 向 量 函 数 的 每 个 分 其 f(T1,… 

z= 1，-…R)， 在 相 空 间 (和 …Xs) 中 关于 zz 有 连续 的 

偏 籁 高 ， 那 各 通 过 相 空 间 的 每 一 点 豆 "， 有 且 疏 有 一 条 轨 线 存在 。 
证 明 由 假 站 知道， 如 值 问题 


dE 
志 = F(K) 
喜 (0)= 至 ” 


存在 唯一 解 下 = 亚 ( 旨 。 而 且 解 忌 = 电 ( 和 的 辆 线 通 过 点 至"， 
在 相 空间 中 至 少 有 一 条 通过 点 下 "的 轨 线 ， 下 面 证 明 系 统 《2,1 
过 点 下 "的 轨 线 县 唯一 的 。 

设 系统 (3.1) 还 有 另 一 解 相 = 更 ( 昌 的 加 席 也 通过 点 至 ", 即 
存在 fo 二 0， 使 得 加 ffto) = 本 "。 册 性质 1 煤 ， 下 二 于 (todi 也 
是 (2.1) 的 解 。 可 是 (1) 与 (t+4+t,) 在 +=0 时 都 等 于 着 "， 由 在 
在 唯一 性 定理 推 知 四 Ci) = 粳 (Cf + fo)， 所 以 解 人 if 与 于 (人 的 轨 
线 是 种 同 的 ， 也 就 是 说 ， 如 果 s 是 加 C1) 的 垃 线 上 的 点 ， 则 存在 i 
使 = 中 Cf)， 由 于 

. ED) t+) | 
这 就 说 明 s 也 是 和 (站 的 胃 绕 上 的 点 ， 反之 亦 然 ， 从 耐性 有 岩 ?= 得 证 。， 

性质 3” 设置 = 中 C1) 是 系统 (2.1) 的 解 ， 如 果 对 于 菜 个 te 和 
T>0, 有 全 (io +T) = 四 Cf。)， 则 (t+ 了 ) 必 定 恒 等 于 中 C1。 

征明 因为 军 = 由 (站 是 菏 统 (2;1) 的 解 ,组 性 山 1° 知 入 = 作 (+ 
+ 了 ) 也 是 (2.1) 的 解 ， 且 当 计 = to 时 有 下 (fo2= 人 (to+E2 由 第 
值 问 题解 的 窑 在 惠 一 性 定理 知 ， 归 (+) 二 太 (t +T)。 即 系统 《2,1) 
的 解 PC 站 是 以 I 为 出 期 的 周期 函 狂 。 

wt 


$ 3 二 维系 统 的 奇 点 


这 一 节 我 们 将 讨论 二 维 疝 重 系统 


de fr, Ty 


ld . 
3 = fis Ti)s | | {9, 1) 


的 相 图 ， 从 而 获得 关于 非 鲁 性 微分 方程 的 尽 可 稻 多 的 知识 ， 这 里 
要 讨论 的 一 个 主要 方面 ， 是 对 系统 (3.1) 的 再 点 进行 分 类 问题 .为 
此 ， 先 对 系统 (3,1) 的 轨 线 求法 ， 担 供 一 个 具体 途径 。 设 方程 右 
端的 画 数 Fkz,，zC=1,2) 满足 存在 唯一 性 定理 的 第 件 ， 于 大 
系统 (3.1) 的 解 在 三 维 空间 (后 工 ，xs 中 就 决定 子 一 条 册 线 ( 即 
积分 由 线 )， 它 在 相 平 面 (X1,x:) 内 的 投影 曲线 就 办 所 来 的 轨 占 。 
因此 ， 并 要 ji 2 fis 下 网 峙 为 和 我 们 便装 对 
统 (3.1) 畦 化成. ， 
到:- _ fis zx) 
ey 1 
显然 一 阶 数 量 方程 (3.2)〉 的 积分 曲 载 下 是 系统 (3. 杂 在 相 平 
再 的 斩 线 ， 信 且 共有 在 记号 f 不 伍 时 为 竺 的 情况 下 ， 方 各 :3.2) 
的 积分 曲线 才 是 系统 (3.1) 的 轨 线 ， : 
如 果 有 点 《z?，za) 同时 注 呈 fi {Fs sa) = flel snd) = 0， 
两 Fi =2 i 和 0 是 内 是 系统 (3,1) 的 解 . 这 时 ， 我 们 揪 相 平 
面 上 的 点 C(x?，x1) 理 解 为 解 的 轨 线 ,同时 这 个 点 也 就 是 全 1 中 所 说 
的 平生 点. 


3 


sj 


例 ! ox =H1-s* -yy, 


ep). 
和 解 ” 化 此 二 维系 统 为 一 阶 数 量 态 程 


其 曲线 积分 族 是 同心 隔 z* +y* c+。 但 不 系统 的 轨 线 由 是 加 xz! + 
=e2Coae1)， 以 及 单位 辆 zx? + y=] 上 的 各 个 点 ， 

1 党 点 与 新 点 。 我 们 将 相 平面 芋 的 点 作 如 下 的 分 类 ， 

着 点 〈z?，z3) 对 于 系统 3,1) 来 说 ， 有 

fz29, z+ fC 3) 
刚 称 它 为 常 点 : 而 
| 了 tf, 了 8 一心 
财 称 宅 洛 奇 点 。 

果 吉 Ce， z33 是 奇 点 .那么 Y: =x2，x 一 + 就 是 笋 统 (3.1) 
多 解 ， 根 据 前 面前 计 座 不 准 得 由 ， 在 相 平面 上 ， 奇 下 秽 冰 并 
线 ， 从 而 也 是 平衡 点 ， 对 于 常 点 ， 贡 有 雪线 通过 ， 

设 z1=91C1)、2zs 二 pal 了 ) 是 系统 《3.1》 的 -个 解 关于 奇 
点 我 们 给 出 以 下 两 个 性 质 。 : 

、- 性 质 1” 如 果 1imwa5 一 mgsft) = 一 让 or pp 
统 《3,.173 的 奇 点 ， 即 - 0 

fla, Befrldy B= : 1 

: :从 肯 : 藉 状 Co 了 榴 + (op BOsk0 Ne 

党 关于 坊 往 /的 有 sr 和 
[fites BI =K>0, 
oo $i # 


于 省 存 在 T， 当 f>T 时 ， 有 ， 本 
irs, eo | |> 3 

因此 ， 对 于 任意 1!; 守 1,>T， 有 
(ot) pt = ti pct Y) 


> 去 (ta -+t1), 


其 中 f* CCti，1,)， 今 取 f 14>1， 便 得 
(pfs Pitt! > 二 
根据 哥 西 准则 ， 此 式 与 所 设 limgi 思 存在 栖 矛 导 。 所 以 及 Ca,B) 


+ Fa 8)=0， 邯 点 (4，B) 是 系统 《3.1) 的 奇 点 。 
性 质 2。 如 果 img:(tD=o，limpaC0 一 入 又 
pw P=frla, -0 本 
四 那么 i* oo、 - 
征明“ 帮 站 是 有 限 信 ， 根 据 解 的 唯一 性 ， 系 缮 3. 不 能 
有 异 于 常数 ?1 一"，zx: 一 8 的 解 。 所 以 从 名 存在 的 多 流 扩 知 1 不 
可 能 是 有 限 的 . 
例 : 


中江 | 


-二 一 区 1 一 共和 
dd , 


"Ht YT1~ Toe 
解 ”该 系 统 的 雪线 参数 表示 式 为 
T= Cc.c0st + Csint), 
T=e -esint 二 Cacosrf )。 i 
其 中 i 是 参数 ，c;，c: 是 任意 常数 ， 只 要 fr 3) 汉人 0， 0 ,那么 
过 点 (XY?，24) 有 且 仅 有 一 条 轨 线 ; 此 轨 线 不 通过 点 《0 0)， 但 当 : 
- oR 


#->co 时 它 拟 点 《0，0) 为 极限 。 所 以 《zi， 好 ?是 常 点 ，(0，07 
是 奇 点。 从 而 点 〈0，07 是 轴线 ， 而 且 赵 向 子 它 的 加 线 有 无 鹤 多 
条 (图 7 一 4)。 


图 7 一 4 

2. 森 点 的 类 至。 对 于 非 线性 系统 的 问题 ， 在 一 定 交 条件- 下， 

它 是 可 以 通过 研究 有 关 线 性 系统 而 求 得 解决 的 。 因 此 本 段 我 们 只 
讨论 最 简单 的 自治 系统 ， 研 究 共 雪 线 在 奇 点 领域 的 分 布 性 状 ， 从 

出 站 阁 点 进行 分 类 。 

” 演 察 常 来 堵 系 统 


1 brs | ; xr 
”3.3) 


Pon, +dr, 


它 的 向 量 形 式 可 写 为 


dx 
dA, 


这 里 4 是 实数 惩 降 


febyv* 2“ 
(. »). | 


* FI 8 


我 们 总 假定 行列 式 


(2 
tet 0D。 
| C 可 
显然 坐标 原点 《0，0) 是 系统 〈3.3) 的 唯一 奇 点 。 
根据 高 等 代数 知识 ， 对 乍 阵 4 必 存在 非 异 的 实 拖 阵 T， 使 得 
T- 47 为 约 当 栋 准 型 1， 于 是 作 变 换 和 = TY ,系统 (3,3) 就 可 化 成 
dY 


-Tl1ATY=1Y 
dr 


由 矩阵 入 的 特征 根 可 能 是 实数 kh、 心 也 可 能 是 复数 4 土 唐 的 不 同 ， 
对 应 的 约 当 标准 型 分 别 为 ， 


A 0 A 1 a 8 
人 , (, ,) [3 a ) 

由 于 非 异 的 线性 变换 不 没 变 执 线 的 性 状 ， 因 些 ， 我 们 不 妨 候 
定 素 统 (3.37 吾 纯化 碟 了 标准 形式 .下面 我 们 将 证 明 ， 系 统 (3.3) 
的 奇 虑 60… 的 的 类 型 ， 可 由 X 和 的 不 同情 况 而 确定 。 

Dj、 是 不 同 的 实数 ， 且 Nt>>0。 这 时 矩阵 J= (0), 而 系 
统 3.3) 为 ， 


Y1 _ : 
dM - . 
， . C3,4) 
dz 到 Kas | 


dt . 

当 以 -zi 代 z 或 -2 代 7: 玻 同时 用 -zl za 分别 代替 zt 7: 和 对 ， 

系统 (3. 刁 不 改变 关 此 ， 系 统 (3,4) 的 拉线 关于 OX, 畏 和 OX; 轴 

是 对 称 的 ， 故 我 们 只 考察 彬 平面 上 位 于 第 一 龟 限 的 轨 线 ， 已 知 郭 
线 的 参数 表达 式 是 

(f=00", cf) =es0", 3.5) 


和 


这 里 任意 常数 cj: 疡 0，cazz0。 
当 61=0,0; 半 0 笛 ，z1 一 0 ,x2 一 C0" ,表明 半 罗 OX; 是 轴线 ， 
当 c #0，cs=0 时 ，X1=Ce!, za 一 0 法 明寺 和 闽 OX ,是 轨 线 ， 
i 和 4 都 是 负数 ， 如 F< 之 之 0， 这 时 


wt) -ce = rca. 


即 sons, (天 > .6 


可 见 轨 线 是 抛物 型 基线 旋 ， 由 {3,53 得 
lIim z(ti=0, limz,tty =0, 


即 原点 是 坷 点 :并且 直 32 =c 药 si- 推出 ,雪线 尘 1 二 0Co = co) 


外 ， 都 在 坐标 原点 与 0X 轴 相 女 。 所 以 ， 在 相 衬 向 上 、- 梁 t->o% 
时 ,位 于 蛛 点 附近 的 一 切 点 都 沿 着 轨 线 趋向 坐标 奉 点 。 攻 7--5 划 
出 了 栖 点 周 国 的 轨 线 分 布 情况 ， 我 们 称 这 种 奇 虚 海 稳定 绪 点 。 
i) 和 和 4 都 是 下 的， 如 0 <<%<p， 可 作 类 似 闻 讨论 ， 记 示 同 的 
是 胃 绕 前 方向 与 1) 相反 (图 7 一 68); 这 种 交点 大 为 不 各 定 结 点 ， 


之 0 {> 和 > 人 
图 7 一 $ - 图 7 一 6 


jlée 


2) "是 不 同 实 根 , 旦 M<0. 这 时 猎 阵 了 = 〔(% 8 ) ,所 以 系统 
《3.3) 仍 可 写成 (3,4) 的 形式 


dam 

dt Yi? 

dx 《3.72 
dt PT2e 


显然 轨 线 关于 每 个 坐标 轴 都 是 对 称 的 ， 从 而 我 们 只 在 第 一 象限 考 
虚 系 统 (3.7) 的 圾 线 ， 
选取 特征 粮 的 符号 为 <0<k。 由 系统 C3.7) 得 一 阶 数 量 方 程 


[3.8) 


积分 得 
2 Co>0) 四 
因为 4<0 ,可 见 毗 统 (3.77 的 就 线 是 双 曲 型 曲线 族 ， 甘 令 c= 0， 即 
得 xX, = 一 0 和 zy 一 二。 它们 满足 方程 (3. 8), 从 而 半 轴 Xl 和 QOX ,也 电 
系统 (3.,7) 的 轨 线 ，。 
由 4<0，F>0，Xi1 之 0，Zs 交 0 扒 知 ， i <0, Mrs - 
hrs>0， 所 以 当 1 递 增 时 ，x:() 递 减 , XY2( 让 递增 ' 而 县 碍 OX,， 上 


要 -lzs<0， 由 0， 丧 明 z1C1) 随 着 :的 递增 而 递 羧 ， 在 六 


轴 OX。 有 es =Hrs >0, 示 明 z:(1) 随 着 1 的 递增 而 六 


增 .* 再 利用 对 称 往 ， 便 得 黄 相 平 责 上 系统 3;73》 的 轨 线 在 奇 点 
;六 附近 的 性 状 ( 图 3 一 门 此 种 将 点 我 们 称 它 海 著 点 ， 
2 特征 根 是 共 辆 复数 & 鞋 访 ， 且 e 闷 0 (不 芒 设 8 这 00;, 这 时 第 
a Fe a 
阵 1=[ 而 系 弹 (3.3) 为 
| 二 将 


3 71 十 Bz,, 
(3.9) 


= ~ Br 十 在 元 2。 


< 
S 


(<0< Ph) 
图 7 一 7 
发 攻 概 坐标 ， 作 变换 
x1 = peos0, 
{ = psing, 


xX, 
9 


出 卑 


再 将 周 恒 等 式 


d a dp dd: dg 
和 


+ 3 * 


便 把 系统 (3.9) 化 成 
Mp -ap 
世 《3.10) 


系统 (8.10) 的 轴线 参数 式 为 
{0 
HI}Y= ~ Bt+e,., 
其 中 po>0， 外 是 任意 常数 ， 从 而 有 
PP=paeie 9 ce (3.11) 
可 见 系 统 53.9) 的 雪线 是 一 族 对 数 螺 一， 它 围绕 着 原点 以 顺 时 全 
方向 ( 困 8>>0) 盘 旋 。 
当 e<0 时 ， 随 着! 的 递增 p 将 递 藉 ， 胃 线 将 卷 向 约 标 原点 (图 7 
—8). 此 种 奇 点 称 为 稳定 焦点 。 
- 当 e> 0 时 丙 箭 着 + 的 递增 p 也 递增 . 轨 线 越 来 越 远离 华 标 原点 
《 国 7 一 0)。 引种 奇 点 称 为 不 稳定 焦点 。 


(0 
“… ， 焰 ?7 一 -8 


2 


AD 页 Tv 
4) 4 和 "是 相等 的 实数 ， 这 时 手 阵 7 是 ( 0。 ) 或 ( 。; )， 因 此 
分 两 种 情形 讨论 ， 四 
个 
DJ=(， ; )， 此 时 系统 (3.3) 为 


= Ar! ™ 
dz, {3.12) 
dt 一 As 


显然 系统 (8.12) 的 雪线 关于 坐标 轴 对 称 ， 这 样 在 相 平 面 上 只 考察 
第 一 入 限 的 轨 线 性 态 就 可 以 了 。 由 系统 (3.12) 得 一 有 阶 微分 方程 


dys x .13) 


dz Tl 


积分 得 | 

EE (o>0) : i ee 14) 
03.145 表 明 ， 系 统 (3. 2 
的 半 射 线 ， 当 c=0 和 c 二 co 时 ， 轨 线 就 是 半 般 OX, 利 0 区,。 


当 4<0 时 ， 有 
i <0, rs -hz <0，(z zs>0). 
dt 1 at 多 县" 卫 二 


下 明 t 递 增 时 ztt),z2(1) 遵 碱 ， 就 是 说 ; 急需 沿革 各 自 的 确定 广 

癌 趋 于 原点 ， 半 轴 OX: 和 OX: 也 同样 ， 如 图 7--10。 _ 称 此 种 交点 为 

稳定 临界 结 点 。 
- 当 1> 0 时， 有 


~ 


本 ; 
各-=1>0, ars>0 mn,rs>0), 


表明 t 遵 增 峙 z(t)，x(1) 递 再 、 就 是 涪 胃 线 剑 来 全 远离 原点 ,六 
了 二 3 


组 OX 和 0OX :也 同样 ,如 图 7 一 11, 称 此 种 奇 虚 为 不 稳定 临界 绩 点 。 


Ne Ne 
HE FE 


< .>0) 
图 ?一 10 图 ?一 11 


dr, (3.15) 


若 用 一 Tiy 一 2 分 别 代 克 (3. 15? 中 的 zsra， 系统 (3 15) 不 变 ， 国 
此 它 的 轨 线 关于 坐标 了 这 点 对 称 ， 这 样 就 可 蔗 只 在 上 兴 相 字面 内 过 
癖 其 雪线 的 竹 态 。 
轨 线 的 参数 式 为 本 
Ty=Cer tot)es, wiy=erer (3.16) 
其 中 ciycs 是 非 负 的 任意 常数 , 若 c,s0,cx =0， 则 z1(17= Ce, 
ztf) 一 0。 这 表明 多: 轴 的 正 、 . 负 半 四 都 是 系统 的 雪线 ， 韦 cs 过 0 


出 症 (3.16) 推 知 ， 当 1= 一 全 + 有 时 z1(#)= 0。 这 时 雪线 与 半 轴 DX， 


* F321 * 


的 交点 为 (0，cse- 人 7 )。 
当 4<0 时 ， 由 lim 731( 站 =0， lim x,( 四 =0 知 ， 轨 线 趋向 原 
点 ， 并 且 出 
lim zzCi Hm Cc: 
Hm Hn oto ™? 


知 执 强 在 1 = 一 全 时 越过 半 轴 OX, 后 与 学 轴 OX, 相 切 于 原点 (图 7 


一 12)。 这 就 说 明 所 有 雪线 都 沿 着 同一 个 方向 赵 于 震 点 . 片 奇 点 附 
近 的 轨 钱 具有 此 种 性 态 时 ， 称 此 奇 点 为 稳定 退化 结 点 ， 

当 4>>0 时 ， 可 作 同 样 的 讨论 ， 册 不 同 的 是 胃 线 愈 来 僵 远 离 原 
点 。 并且 是 往 左 抽 远 离 举 标 原点 的 《图 7 一 13)。 此 种 奇 点 叫做 不 
稳定 退化 结 点 ， 


00) oo _ 
， 疼 7 一 13 - 图 7 一 13 
1 Oi 
5) 特 古 要 是 共 辆 彝 数 十 志 ,是 8 0。 比 时 炬 陈 7=( “0 )， 


从 而 系统 (3.3) 为 
4 S29 


《3.17) 


显然 ， 系 统 (3.17) 就 是 3? 忠 = 10 的 形式 。 若 改 用 极 艇 标 ， 则 系统 
《3.17) 的 胃 线 参数 式 可 写 为 
p=py, Of)=—Pt+0,s C3.18) 
其 中 p>07、9。 是 任意 常数 ,3,18) 表 明 每 个 轨 线 都 是 环境 原点 
的 闭 曲 级 回 . 我 们 称 此 积 将 点 为 中 心 。 
当 B<<0 时 ， 轨 线 的 方向 是 按 逆 时 和 针 ( 图 7 一 14(9))， 而 当 8>0 
时 ， 孝 线 的 方 疝 是 按 顺 时 针 ( 国 7 一 14C87)。 


XX 


(B20 (B>0) 


(a) (by 
， 图 ?一 14 - 
例 3 判别 系统 
有 -= 一 3 ， 
Oi-- S71+ Xs 


的 奇 点 类 型 ， 并 夯 出 相 图， 
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解 这 里 A=《_。 detA so. 显然 原点 (0，0) 是 系统 


的 瞧 一 奇 点 。 由 特征 方 狂 
YA 一 3 
| 1—1 
得 %= 2， 上 ==4， 故 奇 成 (0， 们 是 壮 点 。 
对 系统 作 非 异 的 线性 变换 

失 

N= 32 一 32ay 


于 是 得 到 


= 24- 8=0, 


故 执 线 在 奇 点 附近 的 分 布 如 
图 7 一 15。 加 7 一 15 | 

这 于 一 般 非 线性 系统 的 定性 研究 ， 已 超出 本 课程 讨论 范围 ， 
在 此 从 路。 


$4 稳定 性 的 概念 


人 人们 为 了 能 够 用 数学 描述 某 些 现象 ,往往 需要 丢弃 一 些 因素 ， 
抽出 最 本 质 的 ， 然 后 将 它 抽象 化 。 例 如 ， 从 许多 力学 问题 中 归纳 
出 的 微分 方程 (组 ?就 是 这 样 ， 但 是 ， 未 被 考虑 的 因素 有 时 也 会 产 
- 生 强 弄 的 影响 。 它 们 可 以 阴 时 地 起 作用 ,从 而 引起 初始 值 的 变化 ， 
也 可 以 持续 地 起 作用 ， 从 而 引起 方程 的 变化 。 通 带 我 位 称 这 些 四 

“Jz 


素 为 千 扰 。 微 小 的 于 抗 对 不 同 的 运动 影响 是 不同 的 .对 某 些 返 动 ， 
这 种 影响 并 不 显著 ， 因 而 受 干扰 的 运动 与 来 受 干 抗 的 运动 相差 其 
微 ， 对 于 另 一 些 运动 ， 干 扰 的 影响 本 能 就 很 显著 。 以 致 于 湛 论 于 
拒 力 多 么 小 ， 受 干 拢 的 运动 与 未 受 干 拢 的 运动 都 会 相差 很 大 。 前 
者 葛 运 动 称 为 稳定 的 ， 而 后 者 的 运动 称 为 是 不 稳定 的 。 

. 稳定 性 就 是 研究 干扰 性 因素 对 系统 运动 的 影响 〈 本 节 指 脸 时 
性 干 找 ) 问题 ， 并 建立 一 些 法 则 ， 用 来 判断 及 考察 的 运动 是 否 是 
稳定 的 ， 

考察 自治 系统 


可取 - 
i = F(X), | €4.1)- 


并 设 其 对 初 值 (fs ,至 *) 存 在 唯一 解 下 = 四 (ff 至))， 我 们 称 它 
为 464.1) 的 一 个 运动 ,同时 这 个 运动 是 未 受 干 抗 的 运动 ， 耐 其 它 的 
解 卫 = 亚 (t ,to 至 *) 所 对 应 的 运动 称 为 受 干 拢 的 运动 。 现 在 的 问 
、 题 是 ， 当 j 政 "~ 蛋 " 串 很 小 时 ， 差 (i,t6, 怪 ') 一 而 (t,to, 尺 " 浏 
的 变化 是 否 也 很 小 。 即 对 初始 数据 足够 小 的 变化 ， 所 引起 解 的 变 
化 是 否 可 尾 意 小 ? 

为 篇 单 起 见 ， 我 们 仅 在 区 域 

G = {tmz ) OF oo0, (tirag YED) 

中 进行 讨论 。 对 于 it 在 有 限 区 冯 t。<1<T 上 变化 时 ， 引 起 解 的 变 
化 问题 ， 在 第 四 章 已 讨论 过 ， 得 到 了 解 对 初始 值 的 连续 性 定理 
对 于 一 切 ! 人 很 1。， 包 括 1->oo 时 的 情况 ， 这 就 是 本 节 的 内 容 。 即 当 
上 这 “ 一 怪 串 很 小 时 ,对 于 一 切 1 宇 1 车 | 人 ii， 是 一 加 (ta 
x ) | 地 很 小 , 则 和 运动 一 @Ct 1， 和) 是 稳定 的 ， 衬 则 是 不 各 
定 的 。 

下 面 给 出 运动 稳定 性 的 定义 。 
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关于 自治 系统 (4.1)， 设 其 解 为 X= 中 (办 ,这 里 于 (下 ?所 满 尾 
的 条 忻 与 $2 两 。 按照 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 的 稳定 性 析 念 是 ， 

定义 1 刘 夺 = 吕 C 人 是 系统 C4.1) 的 一 个 解 ， 如 时 对 于 任 一 
“8>0, 总 存在 著 5Cz,10)>>0 (ft, 宇 0), 使 得 C4,1) 的 任 一 满足 条 性 


et) — RE (C4.2) 
的 其 它 解 至 Li)， 对 于 一 切 t 二 1,， 有 不 等 式 
Ci) 本 (fT) C4.3) 


成 立 ， 则 称 系统 (4.1) 的 解 下 = 下 (让 是 稳定 的 。 

如 果 对 任意 小 的 6> 0， 不 等 式 Cd. 3) 不 成 立 ， 虽 称 系统 (4 . 1》 
的 解 基 不 稳定 的 。 

定义 2 如 果 系 统 (4.1)? 的 解 到 = ®t) 是 稳定 的 ， 生存 
>0， 使 得 任 柯 满 症 不 等 式 


上 Cr t RY)to) lo 4 
的 解 淖 (+)， 具 有 性 质 
Hal®(t) ~ 至 (01=0 (4.5) 
叶 称 系统 (4.1) 的 解 丰 = 空 (1) 是 产 近 稳定 的 。 
例 ! 对 于 系统 : 


dr 
. dt Ty . 
过 
dt 2 
考 当 泣 足 初 娩 条 件 = 0) 0， x2(0) = 1 的 解 的 稳定 性 。 
种 _ 已 知 系统 满 尼 条 件 +1(0) = 0， =:(0) 一 1 的 解 为 . 
t= tsint 
Yutt) meiCeost Sin 站 
这 国 向 量 光 = (zlvza)7 的 基数 到 为 | -(5 2 :. 
- 一旦 


”了 265。 


它 对 应 着 未 受 干扰 的 运动 。 
现 考察 初始 条 件 为 
S110) 一 对 YazfK07=T+ 诈 9 
的 解 . 
全 1C1) =@° ncost + 《1+ 当 1 十 生 s YSInt], 
Paty=e Ll + HCost ~ C2N, + Ts + lysint], 
它 对 应 着 受 干扰 的 运动 从 而 差 值 为 . 
他 ,一 it = 5 -cost + Cs + a 9sinf 
ty pelt) = e712cosF ~ C211 + Ysint]. 
对 于 一 切 1>0， 这 些 差 为 n; ,1 的 连续 函数 ， 因而 解 
Pity=e tsint, 
{9 0) 2 an 
是 稳定 的 。 又 固 为 
limlP(t) — wil=0, 


所 以 解 还 是 浙 近 稳定 的 。 


为 了 简化 解 的 形式 ， 我 们 总 可 人 必 一 个 未 知 函 数 前 变换 ， 令 
OP, 


珊 人 .1) 变 为 
dY dK _ do 
守 - 绎 -各 por+@)- P09) (4.6) 


这 时 系统 (4.1) 的 解 下 = 四 C1) 就 对 应 着 系统 (4,6} 的 零 解 于 二 0. 
并 .上 且 可 把 系统 人 .1?7 的 解 是 = 呈 ( 直 的 稳定 性 的 研究 转化 为 对 系统 
《4.67 的 零 解 的 稳定 性 药 研 究 。 

以 后 我 们 不 妨 认 为 对 系统 (4.1) 已 经 这 样 做 了 ， 因 遇 ,恒定 
亚 (0) =0。 这 时 定义 1 和 定义 2 中 的 C4.2)，C4.3)，(C4.4) 和 (4.5) 
各 式 依次 化 为 


TF 


ct No . 四 


1 至 (11 < 四 C4.8) 
lact, No C4.9) 
liml cf)|=0 C4.10) 


对 于 a= 2 的 情形 ， 可 利用 图 形 示 总 ， 有 从 而 使 零 解 的 稳定 、 渐 
近 稳定 与 不 稳定 等 概念 清 果 而 直观 (图 7 一 16)， 顺 使 指 刚 ,关于 不 
稳定 的 情形 ， 随 着 时 间 ! 的 增加 ， 受 干扰 运动 的 轨 线 将 越 册 一 凶 
域 . 显然 ， 系 统 C4.1) 的 解 蛋 = 才 (1》 (1>1, 守 0), 如果 对 于 初 焰 
时 刻 tf。E [0,00) 是 稳定 的 ， 依 据 解 对 初始 数据 的 连续 性 可 知 ， 对 
于 任意 1 人 EL0,1,]， 也 是 称 定 的 ， 因 此 ， 讨 论 解 的 稳定 性 时 ， 可 
区 取 初 始 时 刻 i =0。 


例 7 一 全 


的 零 解 的 称 定 性 。 
二 2 


解 ”对 于 一 负 #0， 系统 满足 初始 第 件 2100) 一 zi X20)= 
z 《和 +z 计 0) 的 和 解 为 
了 IT 一 了 COSy + wisint, 
{zy — xisint + rcost, 
对 任 一 s>0， 取 6=e， 当 (zl +24')1<6 时 ,有 
FriCtp+ra(tDT 一 [Cryeesfr+azesint]a4K -sgsint 
+ zocost)? J + I? ‘= £2, 
帮 系 统 的 等 解 屋 稳定 的 。 
然而 ， 由 于 
limtel) + rt = (2 + 29) 0, 
所 以 零 解 不 是 潮 近 稳定 的 . 
例 3 对 于 系统 


dr i 
县 了 


考察 鹤 解 的 稳定 性 。 

” . 解 在 :8 上 ， 取 初 什 为 (0， 中,59) 的 解 为 ， 
dt det, 
Tat=tet, 


这 里 z+ 2 和 机 显然 系统 的 零 解 是 稳定 的 。 


又 因 . 
Limfrg(f + (= limtz? ‘ose -0, 
可 兄 志 统 的 堆 解 也 是 浙 近 稳定 的 . 
例 4 污 驳 系统 
» $29.4 


的 零 解 的 稳定 性 。 
解 以 (zi,zs) 为 补 慎 的 解 为 
1C17= TIe!, 
Tt = et, 


这 里 z1 +z3 专 0， 由 于 函数 e” 随 着 + 的 递增 而 无 限 地 击 大 。 因此 ， 
对 于 任意 的 e>0， 不 管 《zl + +?) 取得 怎样 小 ， 只 要 1 取得 适当 


大 时 ， 就 不 能 保证 (ze*'+23e*) 小 于 瑞 先 给 定 的 正 数 %， 所 
以 系统 的 零 解 是 不 稳定 的 。 


Ct>0) 


8§5 YV 函数 


上 一 节 我 们 介绍 了 稳定 性 的 概念 ， 但 据 此 来 判明 殴 统 解 的 稳 
定性 ， 其 可 能 性 是 极其 微小 的 。 这 是 由 于 能 求 出 解 的 系统 量 极 其 
少见 的 。 李 雅 普 诺 夫 创立 了 一 种 直接 方法 或 称 李 雅 普 诺 夫 第 二 
方法 ) 使 得 有 可 能 利用 系统 本 身 ， 判 断 出 解 的 稳定 性 质 。 直 接 方 
法 的 大 意 是 仅 借助 于 一 个 所 谓 李 雅 普 诺 夫 画 数 VCx)， 和 通过 微分 


方程 系统 所 计算 出 来 的 -9 的 符号 性 成 ,直接 推断 出 解 的 稳 冠 性 。 
1, 关 于 画 数 WV(%,，…xn) 或 (看 ) 的 几 个 定义 、 我 们 总 假定 

VY(s,，…z,) 是 具有 下 述 性 质 的 一 类 数值 函数 ， 它 是 定义 在 坐标 原 

点 的 某 俐 坡 内 的 单 值 实 函 教 ,关于 xi,…z 有 连续 的 一 院 柄 导 狂 ? 

并 且 
"380» 


-ib . 


TCD ,0)=0 三 VCD=0。 6.1) 


定义 3 ” 如果 当 


(Sri) <p 或 jEl<p (05.2) 


Cp 是 适当 小 的 正 数 》 并且 于 r; 持 0 时 ， 恒 有 
Vries) > 0, 


则 国 数 Ytz ,2 三 VC 有 时 ) 则 做 定 正 的， 车 一 Yiziy 呈 2) 或 
~- 人 下 ) 是 定 正 的 ， 则 称 YCz pm) 或 光 4 下) 是 定 负 的 。 
定义 4 ”如果 在 域 (5.2) 上 恒 有 Wlz 0， 央 国 数 了 (zi， 
VC 恒 ) 岂 司 常 正 的 ， : 
若 ~Y (rz 或 -YC 量 ) 是 常 正 的 ， 则 称 Yi…paz) 或 
次 二) 是 常 负 的 ， . 
`. 害 兴 5， 部 困 无 论 p 考 么 小 ， 在 城 (5. 罗 内 ,VCz1，…z,) 甩 具 有 
正 值 也 暴 有 人 雏 信 ， 则 湛 数 Vzi…z,) 或 VC 蛋 ) 贡 做 变 叶 的 。 
例如 ， 
《1) Ver ,Xs) =K(ri 十 2 当天 >0 时 是 定 正 的 ， 而 芷 <0 了 村 
是 定 负 的 ， 
《0 VCez)= (zi+as7)2 是 常 正 的 
《3) VCP 2) = 一 2 一 (3z+2r 2 是 定 负 的 ， 
本 4) Vr T= T+ ?是 变 导 和 的 ， | 
《5) VCziyzs) = 人 zz zi 在 域 z ip (0p 
之 1) 上 是 定 正 的 ， 和 
《6) YrKziyzayzs》= 一 zi+zi 是 带 正 的 
《7 VOrL XT) nT) Yo +Yya) 是 之 号 的 | - 
“31。 


VC 可 区 
(0<p<1) 上 是 定 正 的 。 
关于 函数 Y， 我 们 给 由 下 面 两 们 有 用 的 性 质 ; 
”性质 1"” 设 VC) 在 域 1 玉 |<<p 工 定 正 《不 一 定 可 微 )， 则 对 
于 任意 数 1>>0， 必 存在 n>0 (< 之 p)， 使 得 满足 
到 至 ?IT 
的 到 有 
| ln, 
事实 上， 下 YY( 枉 ) 在 | 宣 1ep 上 定 下 可知，VC 守 ) 在 1 于 lp 
上 连续 ， TYK0) 一 0 且 当 上 至 1 二 9 时 ， 克 证 ?9， 
十 Y64EE3 在 下 = 0 处 的 连续 性 可 知 ， 对 信 给 之 必 存 在 9>0 
《q 民 p)， 当中 下 < 时 ， 有 
VC 上 IVC 委 ); = |VC 北 ) 一 VO! < 
从 坝 可 短 ， 若 要 V( 吾 ) 产 1， 必 有 1 本 | 衬 修 
= 竹 质 2" ”和 谎 忆 下 ?在 域 | 下 1<o 上 上 定 主 (不 一 定 可 微 33、 那么 对 
于 任意 正教 # 志 所- 僚 在 数 剖 >>0， 使 得 当 寻 委 1 加 <sp 时 ， 有 ， 
证) 了 
事实 上 ， 只 需 取 m%= inf VY( 芭 ) 便 可 。- 


吃 中 半 上 起 户 


2。 定 号 函数 的 几何 解释 。 为 简单 明确 起 见 ， 不 切记 "一 2 
Vex, ?2) 在 域 


(ri + epee . 《5 ,3) 
上 关 写 正 的 。 考 卡 晶 级 放 
Vix,s Ti)=0, : (5. 4) 


其 中 c 是 正 数 ， 当 c=0 时 ， 由 于 YCrzr ya》 是 定 正章 ， 我 们 有 
zi 一 zz 一 0， 就 是 曲线 VCz,，z;) = 姑 化 为 坐标 愿 点。 下面 将 证 
» JI2* 


明 ， 当 上 足够 小 时 ， 则 线 族 5.4) 是 包 园 坐标 原点 的 封闭 曲线 族 " 
《图 7 一 17)。 


图 7 一 -37 


为 此 ， 我 们 证 明 ， 当 。 不 超过 基 一 个 只 与 有关 的 足够 小 的 
正 数 1 时 ， 任 一 从 化 标 是 点 出 发 到 区 域 (5.3》 的 边界 扩 任 一 点 的 
连续 蝇 线 一 定 和 有 疝 级 (5.4) 相 交 。 设 
i=inf ， Vr, TY | 


trlt sl 

加 而 在 (5-3? 的 边界 上 VCzi，za)> 沁 1 由 于 YCzi zs) 是 定 正 的 ， 
故 1>0。 现 在 我 们 考 目 任 给 的 连续 曲线 T， 在 的 起 点 (0,0) 处 ， 
V=0， 而 在 T 的 终点 (在 (5.3) 的 边界 上 》V=a>1, .由 的 连续 
性 可 知 ， 只 要 < 小于? V 在 上 的 某 一 点 就 必然 要 取 值 cs， 换 句 
语 谱 ， 吉 线 交 与 曲线 V=c 档 交 因此 ， 当 足够 处 时 ， 曲 组 族 
《5. 4 是 包 隆 汲 标 原点 的 封闭 嵌 线 族 。 另 外 ， 岂 于 (如 za 
是 单 信和 的 ， 所 以 这 族 曲线 是 彼此 不 相交 的 。 

这 里 ， 轨 强调 指出 ， 如 时 = 不 是 足够 小 ， 其 线 族 V =c， 未 必 
是 包 国 举 标 原点 的 封闭 曲 线 ， 例 如 函数 

”对 于 机 族 六 =c， 我 们 假定 它 是 由 迷 通 的 一 支 组 成 。 

a 3 


1 
Vm, sa) = + 
1+2! 


是 定 正 的 ， 曲 线 族 Vz,, x,)=e 
仅 当 c 万 1 时， 才 是 封闭 的 ， 而 当 
2 之 1] 时 ， 则 大 两 支 天 公共 点 的 曲 
钱 ( 图 7 一 138)。 

3。 函 芝 入 (年 | ,:… 究 ,) 关 
于 系统 (4,1) 对 时 音 的 爹 导数 图 ?7 一 18 


二。 这 个 导数 是 基于 下 列 假定 作出 的 ， 即 x，，zs，…,z, 是 1 的 


曾 数 ， 昌 满 是 系统 (4,1》， 在 此 假定 下 ， 我 们 有 


5 = 了 和 * a -站 fie, “Tp) (C5.5) 


可 见 和 也是: ，…，z 的 函数 ， 且 当 zl = 一 … =z 一 0 时 变 
为 零 ， | | / 
结合 定 正 函数 V(x, 区 的 几何 甫 释 ， 在 相 平 面 上 上 ， 当 
于 <0 时 ， 系 统 红 一 下 ( 旦 ) 的 圾 线 与 曲线 V =。 相交 直入 是 按 卫 
ed 即 轨 线 自 外 向 内 地 进入 曲线 旅 《5.4) 而 浙 近 于 
原点 (0,0); 而 当 33 >0 时 ， 是 按 茵 教 y 的 递增 方向 ， 即 雪线 自 内 


向 外 的 走出 曲线 族 〈5.4)， 而 远离 于 原点 (9，0)。 


86 判别 稳定 性 的 几 个 定理 


对 于 自治 系统 
"3 


” 


oF = F(X), Fl(o)-=0, 06.1) 


下 面 建立 判别 其 夫 解 稳定 性 的 儿 个 定理 ， 这 里 恒 假定 系统 C6.1). 
的 始 值 问 题 ， 在 i! 宇 16(16 宇 0) 上 的 解 存在 唯一 并 关于 初 值 是 连续 
依赖 的 。 

定理 7,1 如 果 对 于 系统 (6.1?， 可 以 找到 一 个 定 导 国 数 
Vz4，…zw)， 它 关于 系统 《8.1) 对 时 间 的 全 导数 < -是 常 号 到 
数 ， 但 其 符号 与 y 相 反 或 便 等 于 零 。 则 系统 (6.1) 的 零 解 是 稳定 
的 - 


证 明 我 们 不 妨 假 设 V 基 正定 函数 ， 痊 而 存在 p>0，Y 在 区 
域 。 


(Ts) <p 《8.2 
上 是 定 正 的 ， 而 -在 此 区 域 上 是 常 负 的 或 恒 等 于 零 


任 给 s>>0(Ce<p)， 注 碟 集 { 生 lixzrcey， 记 
m =inf YX 2 
由 于 YC 有 蛋 ) 是 定 正 的 ， 必 有 氛 汪 0， 及 因 VC 奎 ) 在 (6.27 上 是 过 续 
的 ， 且 YCO@)=0， 所 以 ， 对 于 m 守 0, 存在 62>0C6<e), 当 | 至 | 过 6 
时 ， 有 
| VORY<m, 

根据 定义 1， 只 需 证 明 ， 当 【下 人 < 民 训 "= 一 亚 (fo)) 时 ， 在 
tt 上 的 解 肥 (1,f,, 蛋 ') 必 满足 

.44 4 C6.3) 


即 可 , 若 (6.3) 不 成 立 , 即 存在 肿 ", | 至"<0<e( 于 "= 县 (109), 
* 335 9 


对 于 1>1, 上 的 解 于 (t,t。， 吾 *)， 存 在 T>t。， 使 得 


,te tT 


1 本 CT ,tn 下 ?=e。 
出 所 设 知 7 是 党 外 全 为 零 ， 从 而 VC 小 》 灌 解 下 (4,4。， 
芝 *) 的 胃 线 是 不 增 的 ， 故 


证 (T,1,, 下 1) 二 (豆包 ， 重 0 = ( 硬 ')，。 
南 拖 | 束 中 <4<e， 所 以 
VC 及 (to t， 址 0 一 WY 本 "< 由 (6.4) 
” 易 一 方面 ， 由 避 =inf V《 屋 ) 由 及 上 因 (T ,to, 下 ?=e 知 


天 (Tt ， 重 "7 当下 
与 (6.4) 式 了 矛盾， 从 而 (6.3) 陈 成 立 。 所 以 系统 (6.1) 的 零 解 是 
稳定 药 。 
本本 何 名人 设 4= 2，YCz,， zi) 是 定 正 画 数 - 


Vz ri) 0 (6.5) 
(其 中 。 是 足够 小 的 正 参 数 ) 是 包 困 坐标 原点 并 在 c= 0 时 收编 为 
原点 的 封闭 曲线 ， 上 且 对 足够 小 的 正 数 cl。e:， 当 ct<ca 时 ， 曲 线 
Y = :完全 包围 在 遇 线 Y= c* 内 (注意 假定 了 =e 是 由 连通 的 一 支 
组 成 的 ， 
考 凡 系统 (6.1) 任 一 轨 线 ， 它 在 初始 时 刻 由 坐标 原点 附近 的 
某 一 点 也 发 ， 这 条 贺 线 在 + 增长 时 ， 无 论 什么 时 刻 都 不 出 里 向 外 
Ei 


地 与 任 一 虎 蚀 (6.5) 相 变 。 如 果 在 某 一 点 发 生 了 这 样 的 租 迹 ， 那 
笃 在 这 一 点 应 娄 VCZ101) ,X01)) 必然 具有 正 的 导数 ， 因 为 在 任 
一 曲 骨 (6.5) 过 小 至 另 一 曲线 号 后 者 包围 前 者 的 时 候 ， 田 数 
Vz ,Tz} 是 增加 的 ， 因 此， 如果 任 一 和 解 的 扫 线 在 初始 时 刻 是 在 某 
一 曲线 (6.5)》 之 肉 ， 那 来 在 以 后 所 有 了 时刻 ， 它 也 应 在 该 则 线 之 
内 。 当 c 足够 小 时 ， 期 线 (6.5). 包含 着 无 论 多 小 的 怪 标 原点 前 邻 
域 ， 由 此 就 得 出 了 系统 人 6.1) 的 零 敌 的 稳定 性 。 


Xl 


图 7 一 19 


“ 同 粹 也 评 简单 地 解释 如 何 根 据 e 来 确定 6C(e) (图 7 一 19),。 为 此 
我 们 考虑 半径 为 :的 贺 内 曲线 族 (6.5) 中 的 “最 大 ”: 则 误 ， 徐 这 山 
线 是 V = im， 再 作 半径 为 9>0 的 加 ， 便 它 党 全 落 在 = 一 m 内 ， 于 是 
任何 由 略 1 至 1<4 内 起 怒 的 热线 ， 也 就 县 | 至 "1 <5 的 轨 缉 ， 将 永 
记 在 了 = 六 之 内 ， 因 而 也 就 在 半径 为 s 葛 国内， 其 而 及 (,t， 
下 " 川 <s， 即 上 上 述 6 就 是 解 的 稳定 性 定义 中 所 需要 扒 。 事 实 上 ， 


准点 亚 * 引 吾 引 <0) 出 发 的 系统 的 雪线 ， 由 于 沿 着 它 、- 叶 > 


#7 


” 常 灸 ， 于 是 ， 对 于 i 宇 16， 有 


VR to EVCRC ,= VD 
哥 见 轨 线 完全 停留 在 Y 一 mm 内 部 ， 自 然 也 都 位 于 1 至 上 < 内 部 。 
从 几何 的 观点 来 看 ， 研 究 稳定 性 的 李 修 普 诺 夫 的 直接 方法 ， 
可 归 闭 为 建立 一 族 霖 闭 曲 面 (或 曲线 )， 它 们 包 图 乙 标 原 点 ， 江 且 
有 性 质 ， 航 线 只 能 由 外 向 里 地 与 这 样 的 曲面 有 昌 乒 ) 相 交 。 不 论 
月 何 种 方法 ， 只 要 确立 了 这 种 上 曲 雷 ( 则 线 》 族 的 存在 ， 也 就 确定 
了 系统 零 解 的 稳定 性 。 
定理 7.2 如 果 对 于 系统 (56,1)， 可 以 找到 一 个 定 号 函数 


Vz1，…z,)， 它 关于 系统 (6.1) 对 1 的 全 导数 人 0- 也 是 定 号 孙 
数 ， 但 符号 与 7 相反， 则 系统 (6.1) 的 零 解 是 浙 近 稳定 的 . 
证 明 设 在 域 
(Sr) <p C6.2) 
上 ，V(z,，…z,) 是 定 正 的 ， 而 全 -在 (6.2) 上 是 定 负 的 


根据 定理 7 .1 可 知 ， 系 统 (6.1) 的 鹤 解 是 稳定 的 。 按照 定义 

?。 只 筑 证 明 ， 存 在 90， 当 | 大 "|‖<z 时 ， 在 + 全 to 上 上 的 解 下 (ff， 
fu， 至 ") 渍 足 
Himl 树 人 ft, 至 "一 0。 1 《6 .6 


”由 于 系统 (6.1) 的 零 解 是 稳定 的 对 任 缩 e 之 0， 存在 o>0 
《o 歌 定理 1 中 的 99， 有 
I 16 Lb 


3 是 负 定 的 ， 从 而 增加 时 VC 站 (t,t , 旦 "7 是 单调 递 咱 ， 且 


2 FI38 + 


VC 下 cf ,证 中 20， 岂 以 too 时 ，V( 慎 (1,t4; 肚 '))》 有 极限 


大 在 、 即 
limV C(t ,t, RY)) =1, 
一 在 


且 1 基 0。 
下 面 我 们 来 证 明 ! = 0。 
阁 1>0， 刚 ft 汪 人 时 ，VC 导 (1,1 , 剧 '))>1!， 根 据 8$5 挫 质 1" 
知 ， 存 在 路 >0， 和 使 得 对 于 1! 宇 f,， 有 | 
NC ,to Kn 0, 
据 是 定 负 的 ,从 而 -全 - 是 定 正 的 ,对 ~ < CE 全。 
根据 性 质 2* 知 ， 存 在 m 汪 0， 僵 得 
AV(OEC,t sD) 


at 
或 
AVCRGE ,to sR)) 
a mm (t=t,) 
积分 得 
VC 芽 (t to, 司 中 ) 一 VCRUt ,to 民 ')) 
A ar 
fy ” dt 
<-{ mar= — m(t~ #0) 
克 VCORC to EV mt to) 


对 足够 大 的 将 有 V(t ,to ,下 "<0， 这 便 与 Y( 至 ) 是 定 正 的 
相 填 背 ， 所 以 1 = 0， 吉 
limV( 且 (ft 下?) 一 0。 C6.7) 


* F339 . 


现在 ， 利 用 (前) 的 定 正 注 可 立即 推 得 (6.6) 式 成 立 ， 因为 ， 
过 C6.6) 式 不 成 立 ， 风 避 存 在 r>0 及 数列 0 一 在 拉 和 的 二 丰富 
《oo 当 k-xoo 时 ) ,使 得 
J 0 证 ?| 补 re 
国 VC 脏 ) 在 (6.2) 上 是 定 正 的 ， 据 5 性 质 2， 全 知 存在 h>0, 使 
得 
VC to ,本 7) 
而 此 式 与 (6,7) 式 丰 矛盾 ， 所 以 (6. 6) 趟 成 立 ， 即 系统 的 零 解 是 
渐 近 稳定 的 。 
定理 7.3 着 对 于 系统 (6 .1)， 可 以 找 刘 一 个 丰 狂 Vr. 


Xn.)， 它 关于 系统 56,1》 对 时间 ;的 全 导数 中 是 定 号 通 数 , 且 在 从 


标 原点 的 任 一 邻 域 总 存在 这 样 的 点 ， 在 此 点 上 VCri ，… ,zs) 的 符 
号 与 呈 相同 ， 则 系统 (6.1) 的 零 解 是 不 稳定 的 ， 


证 明 设 9 在 


， 1 
(Ta) <p 
f=l 


上 是 定 正 的 ， 则 对 于 任 纵 e 沁 0Ce<p)， 无 论 6>0 多 么 小， 按 定理 
假设 ， 总 有 至 "= 豆 (tu)，| 尼 "| <0 且 V( 到 ">>0， 访 证 对 于 系统 
(6.1》 在 t 汪 如上 的 解 下 人 ia 么 " ) 必 存在 了 >a， 使 得 

1 CT,t ,Ee. (6.8》 
阶 是 其 点 互 * 出 发 的 磁 统 (6.13 的 就 缓 当 引 从 fn -增加 到 TH， -开始 
越 出 球 城 上 芷 | <e， 而 不 能 完全 停 认 在 此 域 的 内 部 ， 守 是 , 系统 的 
零 解 是 不 移 定 的 。 

“340。 


”用 友和 证 法 。 鞭 不 存在 T>tfe， 使 (6.87 式 戌 立 ， 就 是 说 对 于 
3 . . 
[t,t ,Re 6.9) 


由 于 9/ 是 定 正 的 ， 那么 沿 著 展 下 (tto, 可 "9 Y( 本 tvtoy 


发 ?)) 是 单调 递增 的 ， 因 而 对 于 ft,。， 有 有 . . 
了 下 人 ft ,到 272zVKC 可 (tito 下 0 一 本 "00 
揭 35 狂 质 1"， 存 在 人 >0， 使 得 


t,t ,时 0]| 3 人 > 0， {tto), 《6.107 
由 (6.9) 与 (6. 10) 以 及 人 5 是 定 正 的 ， 又 由 35 竹 后 2 知 ， 存 在 
mr0， 使 得 

ek CPi0) 
办 此 ， 

VORC, tos KN) VOR, sto, KY) 

1 t 的 

-| Xt X )) gr | mar= mt fo), 

寻 


VRCt, fo, EOPVCERE +m to), “ Cf.11> 
址 时 ， 当 i->co 时 ，C6.11) 式 的 右 端 趋 于 吕 ， 这 便 与 VC ,to， 
下 ")) 的 有 界 性 相 蔬 盾 。 内 以 必 存 在 T>>1。， 使 (5.8) 式 成 立 ， 即 
系统 的 零 解 是 不 稳定 的 。 

定理 7.4 ”如果 对 于 系 统 《6,1)7， 存 在 函数 VCs :aa 使 得 
3(Z2 1) <ont, 
IV 


> 
>, 


. St 


其 中 1 是 正 的 常数 ， 并 且 Y 在 坐标 原点 揭 任 一 人 铝 域 中 总 能 取 到 正 
值 ， 那 系 系 统 (6.17? 的 零 解 是 不 稳定 的 。 
证 明 对 于 任何 6>0， 取 蛋 ", 使 得 1 看 唱 <<6 且 
VOOR) > 0, 
我 们 可 以 证 明 系 统 (6.1) 的 解 XCGi,0, 下 *) 的 辐 钱 不 能 未 远 停 塘 
在 区 域 i 下 <<p? 中 ,否则 ， 由 假设 知 


VK ,0 KY) :0 家)), 


从 而 有 1 
eK KY yoi,0, EK')) )>0 


即 
S$ [eV 0 ,到 9) |>0, 


将 上 式 从 0-= i 积分， 得 
er 人 0 可 0 本 (0 和 0, 定 073205 
多 (本 人 f 0 本 ?7 人 本 "et 
上 式 右 庙 当 了 一 co 时 ， 赵 向 无 穿 ， 这 与 | 本 (0, 旦 "有 二 2 时 
i ;至 ')) 有 界 相 年 盾 ， 所 以 系统 的 零 解 是 不 稳定 的 ， 
: 讨论 系统 


dz 
=Ts— TCTI + EE), 


dr ， 
二 ~ ~ li +t 光 ) 


的 零 解 的 稳定 性 ， 
解 了 Vz yza) = +， 他 是 证 正 本数 ， 又 


iV 2 dz dx 忆 
了 2 


= 了。 


一 人 ixs — Txt + wt) TF do > wt + 
= ~ OTE + 
它 是 定 负 的 ， 据 定 理 7.2 知 ， 系统 的 零 解 是 浙 近 稳定 的 . 
例 : 讨论 系统 


zi 
-上 一 了 十 Gd， 


反 
ar。 
BF tr 


鹤 解 的 稳定 性 ， 其 中 = 是 常数 。 
解 取 V (Oz, i) rr 它 是 定 正 的 ， 又 


dV ,dr, dr。 
dr = 2 + 0 


=2T1(Ts + eI) + ra 一 人 1 十 02 和 > 
一 20CZ1 + 
于 是 
当 a<<0 时 ， -是 定 负 的 。 淮 解 是 渐 近 痪 定 的 ， 


当 5= 0 时 ，& 条 恒 为 0， 零 解 是 稳定 的 ; 


当 o>0 时 ，“ 计 是 定 正 的 等 解 是 不 称 定 的 ， 


讨论 系统 
| sr 4 
-sz -sub 由 


勒索 解 的 称 定 性 。 
。 34 了 。 


衣 取 TCz zz) = ar? 二 Dr 《ay 5 待定 )。 
dy di dr 
Hr =2071 ~ 过 0 
二 2071IC57a — 223) + 2br Ct— Ir S25) 
= ~ 2[(30— 5q)x .rs + 20r! + 5b7!], 
如 果 选 联 4a = 3， b=:5, 则 36 一 5a=0， Vry, vo) 是 定 正 的 。 而 


学 是 定 负 的 。 从 而 系统 的 零 解 是 浙 近 稳定 的 ， 
例 4 讨论 系统 


Ca>0，5>>0) 零 和 解 的 稳定 性， 
解 VC se bat onl, 又 


YY =207.( ~ rs + Tt oor tbr + 7,) 


一 2K5zi + qri) =2V (Cz, ,rs), 
而 Y 在 坐标 原点 的 任 一 邻 域 总 取 正 值 ， 据 定 更 7.4， 系 统 的 零 解 是 
不 稳定 的 。 
例 5 考虑 二 阶 方 程 


dr 
I +g(r) =0, 


其 中 g(z? 可 微 ， 方 程 描述 了 单位 质点 在 弹簧 力 - on) 的 作用 下 前 
运动 ,并 且 假 设 是 通过 原点 直线 地 作用 的 ,于 是 gC(0) = 0297)>0 
《x 二 0)， 试 讨论 运动 在 原点 的 稳定 性 ， 


解 记 ze=z zs 一 加, 将 二 阶 方程 堆 解 稳定 性 化 为 等 价 系 统 


.344 = 


药学 解 前 稳定 性 ， 坊 
G(x1) = | ecoar 
从 而 zi; 所 0 了 蛙 ， 伙 (TD 而 xi 一 0 时 )，Ctzi)0。 


取 YCziyz)= 寺 守 +G(zi)， 它 是 定 下 的， 又 


于 二 号 rl sz ee =T0T ~ TIT) 一 性 ， 
据 定理 1.1, 系 统 的 零 艇 是 稳定 的 。 
对 于 常 系数 线性 系统 
人 本 


-A 《6.12) 


的 霍 解 到 = 0 的 狂 定 性 ， 由 第 六 章 8 5 可 得 以 下 结论 ， 

”E.。 如 果 纯 阵 4 的 所 有 特征 值 都 其 有 负 实 部 ,那么 系统 
“6.12? 章 奴 解 是 渐 运 稳定 的 . | 

2. 如 果 些 阵 4 的 特征 值 中 。 有 一 个 的 襟 部 大 于 学， 或 者 有 
一 个 具有 重 初等 因子 的 实 部 为 零 的 特征 值 , ,那么 系统 (5,12) 的 零 
解 是 不 稳定 的 。 

”如 果 第 阵 A 的 所 有 特征 信 的 实 部 祁 不 大 于 写 ， 并 且 洋 部 

和 二 委 的 特征 信者 钙 只 有 间 重 初等 风 的， 部 么 系统 6 12) 的 生 
解 是 稳定 的 . 

”对 于 非 线性 系统 “ 

“343 。 


办 fie se sm), F000) = 0, 


(T=1 2, (6,13) 
的 零 解 的 稳定 性 问题 ， 在 f(z，，…,z。) 满 足 一 定 条 件 之 下 ， 我 们 
也 可 讨论 非 线 性 系统 的 一 次 近似 系统 ， 略 述 如 下 ， 
设 fi (21,…z,) 是 在 含有 些 标 原 点 的 某 区 域 SG 内 有 连续 二 阶 偏 
导数 的 辆 数 ， 共 而 jz 2 在 坐标 原 战 某 邻 域 可 展开 为 


有 
Fi 《al Tn) 一 之 交合 2 ,之 ， Brad, Tr ny 


Ci=1,2,n), 


其 中 ar= 9 ，0< Di<1l。 到 此 式 绕 (6.13? 可 写成 


dri 1 < A f:(07 ,2) CBs ,2) ， 
一 0 + 之 Soe Ti? Tn C6.13) 
. {i=1,2 1) 
我 们 称 线性 系统 
= pt Git T=1,2 ,st . C6.14) 


为 (6.12) 的 一 次 近似 系统 ,C6.14) 是 (6.13)* 中 委 掉 溃 端 关 于 zx; 的 
二 次 项 得 独 的 ， 这 种 作法 我 们 称 为 线性 化 。 

系统 (6,13) 零 解 的 稳定 性 质 ， 在 一 定 系 忻 下 ， 由 它 的 一 次 近 
似 系统 决 定 ， 这 里 从 路 。 可 以 指出 一 个 容易 判明 的 条 伴 ， 就 是 当 
系统 (6,13) 的 非 线性 项 是 奖 7: 的 多 项 式 ， 且 其 最 低 次 数 为 一 次 项 
时 ， 情 况 总 是 如 此 . 


人 6 计 放 65 be 多 和解 的 区 定 入， 其 中 为， 
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解 “一 次 近似 方程 为 9 = az， 其 特征 信 为 c， 因 此 


当 a<0 时 ， 原 方程 的 零 解 是 浙 近 稳定 的 ， 
当 a>0 时 ， 原 方程 的 零 解 是 不 稳定 的 。 
例 7 讨论 系统 
[Be 


4 用 -zx- 329 十 33 十 Ya 


| 四 =z+28+zYza， 


的 零 解 x = 0， #=0, 2 一 0 的 稳定 性 。 
解 系统 的 一 次 近似 系统 为 


dz 
[Re 


Ey 一 下 一 28 十 2 


| 轩 -a+ 吧 + 


其 特征 方程 为 
一 1 一 和 一 二 1 | 
1 —2—% 2 :一 < + 一 5 9), 


从 
和 (X) 一 一 (十 2 二 5 一 9 


由 $C0) = 一 9>>0， 而 pC3) = - 9<0, 所 以 特征 方程 有 正 根 ， 系统 的 
去 解 是 未 稳定 的 。 | : 


wi 


1。 求 下 列 系统 的 平衡 点 ， 


-= ~ Bry—n 
1» 


i 
-a + 
-= 一 将 十 dils 
长 2 
= — r+y 
[EY 
《32 . 
人 
《43 
2 
ar 网 dx 
5 i + eC 1 十 工 = 昌 【ED>0)。 


3。 试 讨论 城 性 系统 
w 了 3 * 


的 奇 点 类 型 ， 其 中 9， 了，c 为 常数 且 9，c 不 为 90。 、 
4。 试 画 出 下 烈 各 个 系统 的 相国 。 


1) ] 2 

， -Sy 

(2) — 4rT— Hs 
{go 


5， 试用 # 一 0 证 宵 可 述 系 统 
fe "Tn) (f= 1, 2 "hy 


前 解 世 = pt (f=1, 2 站 是 不 稳定 的 定 必 。 
根据 定义 讨论 下 列 系 统 解 移 稳定 姓 。 


好 
-30， 


本 

6B, 用 -az +y=0 
X20 = 1, 
《03 = 4 


dx - 
A UY? . 
而 . 
7， - 们 = — 18T— gy# 
> ls 


N00) = 2, 


.S49 提 


8， 试 判 别 下 询 琐 数 的 定 全 性。 

《13》 (二 了 工 2? 

{27 VOT) = 2 ~ SX 

(C3) TCD = rT ~ 二 

Cd) VOX =r + Ty ty + iy 

5) VCR = TCOST + ysinxs 

(BD Vr,yg)= T+y+ ry 

《7) VT He) = 272 -Ary + 3y2 + yz + Ia2, 

用 李 雅 普 诺 夫 直 接 方 法 判定 下 列 系 统 零 解 的 多 定 性 。 
a 


Ey 
= 一 TH 


{ai 
9， La 


| 


— yea, 


a 


= — tis 


10 gy 


中 


一 222 — ys 


一 一 一 盖 一 交 二 288 
1 上 。 


此 


一 2 


到 一 228， 


12。 1 
= 2 + ryt+ ie 


个 人 个 
从 引 


= ys 
13。 
Uy = Zip 
i yt arr + Sy + 22z3), 


di 
4 Dt TT Ta+t (Cr + iy4 +22 


i T+ By + 222), 


A = 二 一 和 2 XCy- 22)2, 


[a 
-qd . 
15。 -二 := — T+ 2 ytr tea, 


(de arp-z, 


4138。 确定 系统 
可 人 
人 
dy _ a 
“At =T-1+y", 


前 平 衔 往 置 ,并 讨论 其 稳定 柱 。 
17， 讨论 系统 

-7 at itr Es D2 + + (2 2 

E22 +22-5 二 中 一 1 +y:+ {2 2)2], 


a = +tE- te 2 ti 1}) :+y:+t{tx— 2)2], 


的 解 2= 1，y =4，z<=2 的 稳定 性 ，。 
18。 试 用 仔 雅 普 诺 天 直线 方法 讨论 方程 zw +r"-27=0 的 过 解 的 稳定 


的 一 个 首次 积分 ， 并 讨论 它 的 等 解 的 稳定 性 ， 
20。 假设 系统 
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的 系数 矩阵 的 特征 全 都 具有 有 负 的 实数 部 分 ,这 找 一 个 二 次 型 (zy) ,全 其 斤 
系统 《* 对! 的 全 微 疝 了 7 = -Cx*+y*)。 并 以 /的 性 辜 ， 讨 论 系统 零 角 的 
稳定 性 - 

21。 系 统 


ri > Guz Ci=1, 2 “Hy) 


《其 中 1; 均 为 常数 》 的 零 解 为 稳定 而 非 渐 近 人 人 


pp dr = 
22. 证 明 一 六 二 一 本 一 一 十 2 的 一 一 次 近似 方程 < 人 -Tr TF 的 办 人 解 是 


渐 近 禾 定 的 ， 但 原 方 程 的 零 解 是 不 稳定 的 


33。 试 证 明 齐 次 灾 系 数 线 竹 方程 的 零 解 为 稳定 的 充 讲 条 传 是 : 它 的 一 切 
解 在 [ts。。，w3 上 为 有 腊 、 
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第 八 章 “一 阶 偏 微分 方程 


31 基本 概念 


如 果 徽 分 方程 中 的 未 知 函 数 是 多 个 自 变 量 的 函数 ， 那 么 就 称 
这 个 方程 为 篇 微分 方程 ， 这 一 章 中 我 们 只 介绍 一 阶 偏激 分 方程 的 
有 尖 概 念 。 一 和 阶 依 微分 方程 的 一 般 形 状 训 写成 


Fl(zizs Tny we 1 2 -) = 0， Ci.1> 
人 
Ou Ou ; 
ee = f(r 73s" "pn at, Bx’ “yg Br 1.2) 


其 中 x1，XY。，…， 是 自 变 量 ，n 是 未 知 函 数 。 

对 于 定 尽 在 (zl，zr，…， 2 空间 的 基 一 区 域 上 的 连续 可 微 
乔 数 &= ECzi，za，…， To 车 把 它 代入 方程 (1.1) 需 到 关于 zx， 
za 9 Ts 的 报 等 式 


F (zi Ts" sn Us 委 -， 


出 称 函 数 & 一 UCzelyzs…yzu) 是 方程 人 1.1) 的 解 。 它 的 几何 意义 ， 
可 看 作 是 (zl 了 空间 竟 一 个 曲面 。 


在 三 准 的 情形 ， 用 < 和 y 求 示 自 变节 4 为 未 知青 歼 ， 常 记 - 毕 


一 日 ， 


= 这 对 一 有 阶 方 程 就 写成 


。 354« 


Per, yu,P,9) = 0. 
于 是 和 解 # =U(Cz,y) 的 几何 意义 就 是 (x,y,) 空 间 的 一 个 曲面 , 通常 
称 这 个 曲面 为 各 分 曲面 . 它 是 定义 在 (x, 四 平面 中 娄 一 区 域 上 的 冰 
数 。 


例 ! 求 一 阶 偏 微 分 方程 


0 pry 


.0 
的 角 ， 
解 显然， 它 的 解 是 


， w= + xy + PO), 


其 中 gy) 是 y 的 任意 连续 可 微 油 数 。 


酌 2 求 一 阶 杭 微分 方程 
Oar | 
oT Ov 
的 解 。 - 
短 人 放 抽 
= 二 8+, = 让 (8- uh 
于 是 . 
0 
sy Ox 1 dF dn 2°%0 
对 1 积分 ， 得 4 一 p(&)。 这 里 9 是 变 和 的 任意 渤 缮 可 抽 数 ， 区 以 
其 Pt) 
就 是 方程 的 解 。 


我 们 知道 ， 一 阶 常 微分 方程 的 通 九 含有 一 个 性 茧 常 狼 ， 这 里 
了 


从 一 些 特殊 的 例子 ， 亿 乎 可 以 奸 出 ， 一 阶 篇 机 他 方程 的 通 解 依 事 
于 一 个 任意 通 数 ， 为 了 项 确 起 见 ， 我 们 依 妥 常 微分 方程 的 提 法 ， 
给 出 一 阶 丛 徽 分 方程 的 始 值 问题 如 下 


全 CTI Ou ng 全) 《1 .37 


az zz 

es = PT Ts , C1,4) 
其 中 是 X28，XYa，…' ,的 已 知 范 数 。 利 用 常 微分 方程 组 的 知识 可 
以 证 明定 解 问题 (1.3)>、(1 .4》 的 解 是 存在 的 ,而 且 这 个 特 解 自然 
决定 于 始 值 冰 多 9。 如 果 给 出 函数 ?以 各 种 可 能 的 形状 , 我 们 便 得 
到 原 方 程 依赖 于 任意 函数 p 的 一 切 特 解 之 集合 .在 这 个 意义 下 ,我 
人 说 一 阶 偏 微 分 方程 的 通 解 依赖 于 一 个 任意 函数 。 就 整个 偏 微分 
方程 来 讲 ， 这 也 是 一 阶 偏 微分 坟 程 的 一 个 特点 。 


下 面 我 们 将 要 研究 的 一 阶 侠 微 分 方程 是 

A ss D+ Ale 9 "0 全 + = 
Bu 

士 胡 外 人 1 3 0 Bz = f(x | oT) 1.5) 


其 中 及，， A 太 ,， hi 后 了 都 是 已 时 的 函 狼 。 由 于 它 关 于 未 钴 函数 
的 微 商 是 线性 药 ， 所 以 我 们 殊 它 为 一 阶 拟 线 性 偏 哲 分 方程 。 当 系 
数 A1Ci=1,2,*",n) 中 都 不 合 有 未 网 函数 时 方程 (1, 欠 就 变 为 


1 . - 下 
AiCeaszayey za) 人 A ) 0 ET 


OT 


四 


On 


Of) 1.6) 


这 时 我 们 称 它 为 半 线 性 方程 : 当 冰 数 /关于 也 是 线性 的 ， 则 称 它 
“了 5 


为 线性 方程 ， 当 了 三 0 时 ， 则 称 它 为 一 阶 线 性 齐 次 偏 微分 方程 。 
对 于 偏向 分 方程 ti1.6), 我 们 写 出 对 应 欧 常 微分 方程 组 为 : 


学 一 种 10P13 和 2 
中 一 三 a Ts "Ts 
1 C1.7) 
L a 二 
种 拱 它 写成 圣 称 的 形状 ， 
dry des dr i 
FE 吕 于 机 本 二 A Ws . 《1 .8) 


我 们 称 方程 组 (1 .7) (或 (1.8》) 为 仿 微 分 方程 (1.6) 的 特征 方程， 

方程 (1.6》 的 求解 问题 与 它 的 特征 方程 有 帝 密 切 的 关系 ， 塘 程 组 

《1,7)? 的 每 一 个 解 和 一 2 C=1 2， pH 在 (zi Xi 和)】 室 

间 中 几 示 一 条 曲线 ， 我 们 称 这 条 曲线 为 方程 (1.6) 的 特征 线 ; 沿 

和 事实 上 ， 设 g 二 Wx,， 
zs 是 方 轰 (1.6) 的 解 ， 则 有 


du Bu dz + Bu rs 二 Ou da 


df Oar dt dz, dt "dz, di 


Bu oA, a on 
A + Msgr +" * 寺 A 


=ftrz1(t), zatt), Ts ZnCl #), i (1.9) 
我 们 常 称 方程 (1.9) 的 解 为 含 微 分 方程 人 1， 6) 的 全 特征 ， 鼻 然 它 由 


常 微分 方程 组 
* S56 * 


(Ait ,es ees), 


drs 
df 


二 六 ,Tl so Ta), 


i 01.10) 
de = A Ts), | 
fi sees nd) 

决定 ， 全 特征 线 在 (z1，z，，.…，z。) 空 间 的 投影 就 是 特征 线 . 


常 微分 方程 组 (1.10) 网 积分 曲线 完全 位 于 偏向 分 方程 (1 ,6) 
的 积分 曲 厕 上, 即 全 特征 线 一 定 落 在 积分 曲面 上 ,而 且 我 们 可 以 用 
多 特征 线 构造 偏 微 分 方程 前 烛 分 曲面 : 关于 这 个 事实 ， 丰 后 面 还 
取 作 进一步 讨论 。 

在 一 阶 偏 微 分 方程 的 讨论 中 ， 特 征 福 念 赵 着 很 重要 的 作用 。 
正 是 由 于 这 个 概念 ， 把 对 一 阶 偏 微分 方程 的 积分 闷 题 ， 化 戌 了 对 
一 个 常 微 分 汶 程 组 的 积分 问题 ， 从 而 使 常 微分 方程 组 的 初 积分 对 
求解 一 阶 偏 微 分 方程 也 起 到 了 特殊 的 作用 。 由 于 一 有 阶 偏 微 分 方程 
和 常生 分 方程 之 问 有 着 密切 的 关系 ， 所 以 ， 通 党 在 常 向 分 方程 教 
科 书 中 总 变 讲 一 点 一 阶 偏 微分 方程 的 理论 。 

攀 3 求 一 阶 偏向 分 方程 


的 通 解 . 
解 ” 它 的 特征 方程 组 可 写 为 
dx 


= dy 
解 出 特征 为 zz +V: = cr， 在 此 特征 线 上 上 ， 仿 机 分 方程 可 化 为 常 微 
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= 一 


分 方程 
dx _oudr dy on _ 


dr drdit ydf Vor “oy 


解 之 ， 香 #= cs。 这 里 任意 常数 cl: 与 c* 之 回应 存在 一 定 的 关系 ,我 
们 用 任意 函数 Pp 表示 之 

c= Ppte.), 
因此 得 到 

u= Pr: + YY 


这 就 是 方程 的 通 解 ， 


8 2 ”线性 齐 次 偏 微分 方程 


线 竹 齐 次 仿 撒 分 方程 的 一 般 形 状 为 


. 起 
Ei Wy En ACT a 
| OT 


dau 是 
OX + 


二 7 0 . (2.1) 
很 定 系数 4 ,，A。，…。 人 是 自 变革 sz ，zs。… 5, 的 已 知 画 
数 ， 它 们 在 (z;，zs，…，zs,) 空间 的 某 个 区 域内 是 连续 豆 微 的 ， 


江 且 不 同时 为 等 。 
偏 微分 方程 (3.1) 对 应 的 特征 方程 可 写成 


C2.2) 
区 当 


根据 第 六 章 中 建立 的 初 积 分 概念 及 特征 的 定义 ， 可 以 看 出 ， 偏 微 
分 方程 (2.1) 的 解 与 特征 方程 (2.2) 的 初 积分 密切 相关 .其 由 定理 
6.1 可 知 ， 机 求 线性 齐 次 仿 微 分 三 程 (2;1) 的 解 ， 只 可 求 得 党 微分 
和 委 守 器 生 


方程 组 (2.2) 的 一 个 初 积分 就 行 了 ， 


例 ! 求 偏 微分 方程 
Bi OH Ou _ 
Dr V2- ° 
的 解 . 
和 解 ” 对 应 的 特征 方程 是 
ds dy de 
x ay 2 


可 求 出 初 积分 PI Y= Pe r=0s, 共 以 函数 
Wi =T HY WX 


都 是 方程 的 解 。 
我 们 钴 道 ， 若 pr= citi=1,2 ,一 1) 是 方程 组 人 .23 的 初 
积分 ， 那 么 对 于 任意 连续 可 微 丽 数 了 号 ， 显 然 吕 (p ps 9 1 
“c 也 是 方程 组 (2.2) 的 初 积 分 ， 因 而 x = 四 C91， Ps p14) 
也 是 方程 (2.1》 的 解 。 
定理 8.1 车 PiCxi Y=1,2， 尺 ,nh~-1) 是 
方程 组 2.3) 的 4%- 1 个 互相 独立 移 初 积分 ， 则 画 数 
Wp) 《2.3? 
就 是 方程 (2.1〉 的 通 解 。 其 中 中 是 其 变 元 的 任意 过 续 可 机 函数 。 
证 明 设 &= 姑 zizs yz 是 方程 (2.1》 的 任 一 解 ,我们 只 
要 证 明 存 在 着 函数 由， 使 得 
b= 人 Bp, Pi Pn) 
成 立即 可 ， 
由 于 函数 y 和 9 ，，p:，，…，p,- :都 是 方程 (2.1) 的 解 , 所 以 ， 
有 
ea 359。 


or 
A, OP 
之 4 de 0 (2.4) 


我 们 把 方程 组 .2.4) 看 作 是 对 函数 和，4:，…，A4, 的 线性 方程 
组 ， 由 于 41Ci=1,2,…n) 在 讨论 的 区 域 上 不 同时 为 堆 ， 所 以 方程 
组 (2.4》 的 雅 可 比 行 列 式 


DO PL Pa Py 
Dx, rss wsy "a 0. 2. 5 


由 于 《2.5)》 臣 恒 等 于 零 ， 所 以 在 函数 遇 Pl 的 2 ,po 之 

疝 存 在 善 关系 
FOY, Pi 090 一 0 (2 . 的 
已 知 Pi=0i t=1,2, 8-1) 是 相互 独立 的 ， 玉 以 行列 式 
(C2.5) 的 n 一 1 阶 子 式 


Dap ,Ps 3 1) 
D(z,, Fe" ‘Ten ,1) 


中 至 少 有 一 个 不 等 于 等 。 因 此 ， 由 关系 式 (2， 6) 可 得 由 
委 二 DP, PI, > 各。 


人 鲍 2 求 偏 微分 方程 
0 
的 通 解 。 
解 ” 对 应 的 转 征 方程 是 
dy 
了 也 


- 设 z 失 0， 乎 是 三 求 出 两 仿 互 相 狼 立 的 初 积分 为 


eo Ee 
I $ 四 旦 到 
所 以 方程 的 通 解 可 写 为 
ze= 中 ( 世 ， 二 ). 
这 里 四 是 关于 半 ， 二 的 任意 连续 可 向 函数 。 


. ， 俩 3 求 偏 微分 方程 
Ou 

的 通 解 。 | 
解 这 息 我 们 在 中 1 讨论 过 的 例题 对 于 特 钙 方程 

dr dy 

y 
P=2t + Vy =e 就 是 它 的 一 个 初 积分 ， 由 公式 (3.3), 方程 的 通 解 
表达 式 可 写成 

本 一 名 (和 = 人 P(r + py:), 

其 中 外 是 任意 连续 可 微 汉 数 。 方程 的 一 一 切 特 解 都 可 通过 对 和 数 
的 不 同 到 法 而 得 到 ， 芍 如 ， 

-: 荫 2Cp) 吉 9p， 就 得 到 特 解 =x? +y*， 它 的 几何 图 形 是 一 个 
旋转 抛 和 而 

地 中 (p) = w 丙 3 一 节 得 到 愧 毅 4ART 人 ,这 是 一 个 
球面 ， 

取 中 (Cp) = ， 得 到 特 解 4 = Ver "这 是 一 个 从 而 ， 这 
些 曲 画 都 是 方程 的 积分 曲面 ， 

31 * 


对 于 方程 {2.1》 的 始 值 问题 ， 这 里 不 息 假 设 方程 (2.1) 的 
未 知 函 数 是 含 两 个 自 变 量 的 情形 ， 即 


du ou 
POz, a+ Or, Do = 、 
C2, 8) Sr + QC, 4) 0。 《2 n 


关于 方程 《2.7) 的 始 值 问题 是 指 ， 在 点 (zuyye7) 的 某 个 邻 域 D 上 内， 
求 方程 (2.7) 的 这 样 的 一 个 解 

到 一 所 72 
使 它 满足 初始 条 件 

ww| se, = PY), C2.8) 
这 里 由 的 是 已 知 的 连续 可 微 函 数 ， 

这 个 定 解 问题 的 几何 意义 是 ， 在 由 方程 (2.7) 确 定 的 所 有 积 

分 曲面 中 ， 找 通过 由 始 值 条 忻 (2.8) 所 确定 的 那 条 则 线 芍 积分 掏 
面 。 1 - 
下 面 是 它 的 求解 过 程 。 我 们 知道 ， 方程 ,2.7) 的 特征 方程 
为 


役 它 的 初 积分 是 ?4z: 切 一 c。 于 是 ， 由 公式 , (2.3)。 方 程 (2. 7) 
的 通 解 可 写成 
五 一 中 (9)。 
现在 的 闷 题 是 如 多 利用 嫁 值 条 件 (2， 8 将 任 疙 函数 和 
为 此 ， 令 
Ps TY | C2,9) 


著 记 yl,-。 = 中 ， 上 要 定 在 D 内 由 此 起 可 解 出 


2 :和 
于 是 (2.9) 式 可 写成 
3 


PPI=Y COC )), 
这 样 任 意 函 数 呈 就 被 确定 了 ,所 己 
PP) = C00)), 
从 布 始 值 问题 揭 解 就 是 
w= otp)). 
不 难 验证 ， 这 个 解 是 满足 方程 和 初始 条 件 的 。 
在 前 面 例 3 中 ， 我 们 选取 了 几 个 特 解 ， 实 际 上 ， 它 们 基 分 别 


以 下 | ss 一 中 3 WW| ss = Ri—y: 和 # | ss = 为 初 如 条 人 性 所 
是 出 的 特 解 ， 


例 4 求 始 租 问题 
Ou Ta 
Ln 
以 | :一 中 一 
的 解 。 
解 ” 对 应 的 特征 方程 为 
| dr dy _ dz 
Vi Vy Ve . 
不 蕉 求 出 它 的 两 个 相互 独立 的 初 积分 是 
VE 
Pa HV 2=0 
于 是 得 到 通 解 


| pp 
记 9:| =P 1 一 VD ali=P=1~ 2， 由 此 和 解 粒 
y= 2 一 (一 92)*, 担 利用 初始 条 件 , 令 
PP PID] "2 : 
* 23+ 


3 
Pp, Po)=01 Py) 
从 而 
Pp, Pa I= PN): -1p 
所 以 始 值 问题 的 解 汶 
CT 


§ 3 拟 线 性 偏 微分 方程 
拟 钱 性 巾 板 分 方程 的 一 般 形状 是 


Dh 
这 Ta rs Tny 2 3 fr 如 zy 


or 

3.1 
其 中 Ai(i=1.2,，…，K) 和 了 是 变 元 r,，zs，…，2，4 的 已 知 
函数 。 这 里 很 定 函数 4i，f 在 G，zs， …，z，&) 室 间 的 某 
个 区 域 了 P 内 都 基 7 连续 可 微 的 ， 而 且 4; 不 同时 等 于 等 。 

在 上 述 假设 下 ， 方 程 (3.1) 的 求解 方法 是 把 它 化 成 钱 性 齐 
次 仿 微分 方程 ， 为 此 , 我 们 犯 方程 (3。 的 解 4 一 UCz1 2， 本 
写成 隐 式 ， 

VET1s Ta Cus ) 0. (3.2) 

芒 样 一 来 ，" 就 成 为 我 们 所 要 求 的 未 知 函数 。 - 

此 处 设 画 数 2 在 区 域 D 内 对 所 有 变 元 有 连 鲁 的 偏 导数 ， 且 


记过 0 于 是 对 +: 微分 等 式 〈3.2》 有 


om + DE 
rr ou Or 


S364: 


从 而 


dt 

or 一 和 

Ba ED {Ton}, {3.3) 
OW 


利用 关系 或 《3.3)， 就 把 方程 (3.1》 变 成 ， 


之 及 入 生 汪汪 和 + fr sos) = 0, 
=1 - 


(3.4) 
方程 (3.4》 是 关于 函数 0 的 强 性 齐 次 方程 , 但是， 需要 注意 ， 等 
式 (8.4) 并 不 是 关于 变 元 ziyzzy…szwia 的 恒等式 ， 它 是 在 假定 
《3.2? 式 是 大 程 《8.1) 的 隐 式 解 这 个 前 担 下 才 成 立 的 ， 即 方程 
《3.4) 内在 曲面 0Cz1 ,x1，… ,zas4) =0 上 变 为 恒等式 ; 因此 ， 方 
程 (3,4) 和 在 上 一 节 讨 论 过 的 线性 齐 次 方程 还 是 有 所 区 别 的 。 

我 们 先 用 上 2 的 方法 求 出 方程 (3.4》 的 通 解 ， 且 暂时 把 
zzi yz 起 作 是 独立 的 自 变量 ， 而 。 是 未 知 函 数 ， 与 方程 
《3.0 对 应 的 特征 方程 是 


dr -dz -dr 人， .5 


求 出 方程 组 (3.5》 的 ?个 独立 的 者 积分 
PT TT , 


Put Ns Tn Cy 


PT Ta TH) = Ony 
则 方程 (3 .如 的 通 解 可 写 为 
一 
“JES + 


这 里 巴 是 任意 连 急 可 徽 函 雏 。 
根据 关系 式 (3.2)， 令 
PP Pn = (3.6) 
我 们 就 得 到 氢 强 性 仿 微 筋 方程 (3.1) 的 通 解 。 
定理 8,2 对 于 任 马 的 连续 可 微 函 数 山 ， 若 
VDP Pr Pr) 
是 线性 齐 次 方程 (3.4) 的 通 解 ， 则 
PP LP Pr) = 0 
就 是 所 绕 狂 方程 〈3.1? 的 通 解 ， 其 中 piCi=1,,2'…ny 是 特征 方 
程 (38,5) 的 n 沾 独立 的 初 积分 。 
证 明 首先 证 明 由 关系 式 (3.6) 确定 的 隐 阔 数 
W=UCriscis gxn) 是 方程 (3,1) 的 解 。 因为 函数 vz 满足 为 程 


(3.4)， 根据 (8.3) 式 ， 只 要 -站 (二 0》 除 方程 (3.4)， 就 
得 到 


S . I 
ir Tern Ur, 1) er 


= fr wey sma UC Ta ss en) 


所 以 社 一 EC， 人 2 po 是 所 线性 方程 (3 .1) 的 解 。 


其 次 证 明 拟 线性 方程 (3.1) 的 任何 一 个 解 W=VCz1 7:71) 
者 可 以 表 成 《3.6) 的 形式 ， 记 
和 
(i=1,2,*" ,1) . 
只 要 能 证 明 内 《1 一 1.2,…, 攻 是 相关 的 ， 就 存在 某 个 函数 富 ， 使 
得 a 
PP TL TT CE Tn PT VT, , 


由 了 让 。 


二 
事实 上 ， 因 为 


dF; -ga99i oo 
Or Ar, Ou 8 


Cf,j=1,2,..,1) 
当 4=V(x1,7s，… ,zn》 是 方程 (3.1) 的 解 时 ， 有 


QPL 二 gp! > 0 OP 
4 名 全 (和 En 
二 SA Ber+ /Se =0 
司 理 
SL 
之 4 .35 一 0， 3 之 4 dr, 0, 
于 是 得 到 方程 组 


Si 


i=l 


ss 
【之 4 ar 


i=l 


因为 A ,入 ，,*…, 太 : 不 全 为 零 ， 溢 以 它们 的 斐 林 比 行列 式 
DY sb, hn) 


D(x , ,rs so) 


从 而 就 证 明了 #,， LA 四 各 是 相关 的 。 
便 1 求 仿 微分 方程 


=0, 


“3367 。 


一 Ot 
A 一 一 十 一 一 二 
(ll+v wy ) 3 By 2 


的 通 解 。 
和 解 ” 这 是 一 个 握 线 性 偏 微 分 方程 ， 相 应 的 弘 性 齐 次 方程 (3， 
4) 在 这 里 为 


(+ VRE + 2 -0 
届 


Or Oy ou 
它 所 对 应 的 特征 方程 是 
dr dy _ du 
1i wry 1 2 
不 玲 得 到 两 个 独立 的 初 各 分 是 
由 | 一 下 一 28 一 Ciy PHt2 Rr Y=t 
所 以 原 方程 的 通 解 可 写 为 
Du 2y y+ ry )=0, 
其 中 二 是 任意 连续 可 微 曾 数 ， 


在 这 个 情 题 中 ，、 显 的 还 有 解 4=z -+ 而 此 解 砂 能 由 上 而 通 解 
表达 式 给 出 ， 这 就 说 明 用 公式 (3.6) 来 表示 方程 (3.1) 的 通 解 是 
在 一 定 条 件 下 讲 的 。 当 z = >+8 上 时， 系数 1+vz 2 人 矿 的 偷 导数 
和 无界 ， 所 以 ， 若 不 满足 前 面 所 提出 的 很 设 条 件 ， 这 村 方程 (3.1) 
就 可 能 有 不 包含 在 通 解 表 达 式 (3.6) 中 的 特 解 。 我 们 把 这 样 的 解 
叫 向 特别 解 。 

关于 拟 纶 枞 方程 的 始 什 问题， 为 了 简 音 起见， 在 这 时 我 们 只 
讨论 未 知 函 数 具有 两 个 自 变 基 的 情形 ， 基 所 滑 拉 烙 前 当 方 程 


P (cg 3 + Q(z, yon) 人 译 =R(zyu), 3.7) 


它 的 始 信 问题 是 指 如 下 的 形式 
“3 * 


du ,op On 

了 一 一 -一 -一 及 
| 2 (3.8) 
un = ph), 


其 中 D 是 已 知 的 连续 可 微 函 数 。 定 解 问题 (3.7)、《3.8) 的 几何 
音义 是 在 (x,y,4) 空 间 找 出 一 个 曲面 5， 使 它 通 过 已 给 的 曲线 T， 
z=xo， t=(y)。 它 的 求解 过 程 ， 就 是 返 所 有 与 曲线 了 相交 的 全 
特征 线 组 成 一 个 积分 曲面 $s。 为 了 说 明 这 个 事实 ,我 们 先 考察 全 特 
征 线 是 否 一 定 完 全 医 在 其 面 3 上 . 

” 设 M 是 曲面 S 上 的 任 一 点 ， 显 然 ,通过 M 吉 有 且 仅 有 一 一 条 全 生 
征 线 [。 因 为 方程 (3.7) 的 通 解 可 写 为 

Pp ,Ps) = 0, 

其 中 :sy， 了 ED 一 Cly 时 2 中 =6: 是 方程 组 


PF GOR 3.9 


的 商 个 独立 初 积分 。 今 固定 点 M = 再 ， 则 通过 交点 的 全 特征 组 为 
， 且 工 就 是 pz,ya7= ci 和 :zu 一 cn 的 变 线 ， 这 里 
呈 1 一 闻 1 CM)y, oa M), 
从 而 推 得 : 
Tp MY), pM TBO, = 
于 是 在 整个 ! 上 ， 有 7 
psy) pewsy dy) = 0. | 
这 就 企 好 说 明 ， 全 特征 线 完全 位 于 商 而 上 。 
“下 面 再 进一步 考 闪 直 全 特征 组 成 的 浊 而 6 是 等 是 方 稚 C3.7) 
的 积分 砚 醒 。 设 由 面 G 是 光滑 的 ， 它 的 来 达 式 为 
w=VCr, y)s 
» Fe9 


由 (3.9) 知 ， 全 特征 线 上 每 一 点 导 的 切 向 量 为 
Ptr,#, wy), QUr, Hs )s RiryyH))y 
而 机 面 他 在 M 点 法 向 基 为 


Ld V 
代劳 - 
因为 它们 是 互相 垂直 的 ， 所 以 二 者 的 数量 积 应 等 于 零 ， 即 


BY AaV 
P—— 二 一 一 及 一 
3 +t 如 ET 0。 


出 于 点 对 前 任意 性 ， 正 好 说 明 z = VCz, 岂 是 方程 (3.7》 的 一 个 解 。 
故 槛 面 G 是 (3.72? 的 积分 移 面 。 
在 上 述 讨论 的 基础 上 ， 我 们 给 出 冶 值 问题 (3.7)、(3.8) 的 具 
体 解 法 ， 通 常 称 作 特征 线 法 。 已 知 p1 C5455,W) =04，gaCz,90) 
=0s 是 方程 组 (3.9) 的 两 个 独立 初 积分 ,对 于 通 解 中 (pi，P:) 一 0， 
我 们 利用 初始 条 件 
WD) 
太太 定 明 前 币 的 性 澡 画 烙 中 ， 汶 此 ， 令 
Pitwo Hy) = 0 
Patro HP = 0 
然后 消去 久 ， 得 到 参数 cl 和 95: 的 关系 式 
(0,, 03) =0, 
它 是 (3.8) 的 积分 北面 的 所 有 全 特征 应 满足 的 条 件 于 是 任意 卫 
数 史 就 被 确定 ， 所 以 始 什 问题 (3,7)、 生得 . 
- RP) = 0 届 :10 
如 果 从 C8， 10) 中 能 租 出 漠 数 + 和 
例 2 。 求 奴 值 亲 题 
“0 


ont or 
YS + 


i ,ry 二 1 
的 解 . 
解 ” 由 特征 方程 


求 得 两 个 独立 的 初 积 分 是 
TVET 3 下 十 下 2 一 如 
因此 ， 全 特征 线 都 是 一 些 圆 的 肝 线 。 
我 们 必须 选择 通过 已 知 曲 钱 = 0， 妈 =1 的 全 特征 线 弃 ， 当 
到 一 0， zi 一 14 时， 省 


ci=x!+y? + orY=C + 


故 所 求 积 分 曲面 的 隐 式 为 
{rtytu) a ty + + 2 
或 写成 显 式 
HW 1— ry 
Zt" 
例 3 求 始 信 问题 
dt Ou 
的 7 + 5 . 
ui| yo = 2 
的 稻 。 


解 ” 由 例 1 知 ， 此 方程 的 两 个 独立 的 初 税 分 是 
to=0, +oV RH- TY 0,, 
这 里 我 们 诸 择 通过 已 给 基线 # =0， “一 2 的 全 特征 线 庶 ， 信 
PT O27 =27=C1, 
"371» 


Pot, 0 2 二 2 一 3 
消去 zx， 得 


可 
0, 


从 而 
2c1~ ci=0, 
故 所 求 的 隐 式 解 为 
2 dy YH- EY Y=0, 
讽 4 求 始 什 问题 
和 + 82 一 44 
Wi yi 一 多 十 如 
的 解 。 
解 ”由 特征 方程 


dr dy_ dd 
下 2y 3z 4 


于 是 方程 的 通 解 可 写 为 
DP i Pz PI) = 0, 


为 了 确定 任意 了 画 数 中 ， 令 
LE 
PT TE Ey 
Plt lz rt) = 
消去 z 和 z， 得 
» 3724 


ACE， 二 ww Cy Css 


史 [ 
PI + pe =Ps., 
这 样 尾 总 函数 中 就 被 确定 为 
Dp Ps Pa = Pa Vp ~ YP s- 
故 所 求 的 隐 式 解 为 
ET -2 -0 
y: vy vy " 
把 它 写 成 显 式 


县 1 
Wr t+ eH, 


$4” 非 线性 偏 微 分 方程 


这 里 我 们 外 研究 未 娠 函数 依赖 于 两 个 自 变 量 的 情形 ， 宅 的 一 
般 形 状 为 
Filx,y tH,D,4) = 0, (4.1) 


其 中 p= 名 ，9= 总。 偏 微分 方程 (4.1) 的 解 ,就 是 (2,y,4) 空间 


的 一 个 曲面 ， 而 P、4 两 数 则 是 积分 曲面 w=4W(z,) 上 的 法 线 方向 
Nip,g, — 1), 
这 样 一 来 ,方程 (4.1) 就 成 为 对 所 求 积分 曲面 上 每 一 点 的 法 线 
方向 前 一 个 限制 ， 这 个 限制 给 出 p，4 二 数 之 闻 的 一 个 关系 式 ， 
fpPD = 0, 
即 在 所 求 积分 曲面 上 的 每 一 点 C(x,y,W) 处 ,所 有 可 能 的 法 织 方向 村 
《Pp,9s 一 1) 将 组 成 一 个 锥 疡 ， 周 此 ， 求 方程 (4.1) 的 解 就 可 归结 为 
[上 


求 这 阐 的 曲面 ， 使 昌 面 上 每 一 点 的 法 红 都 和 在 这 一 点 之 上 还 法 钱 
锥 面 中 的 一 个 方向 重合 。 
关于 方程 (4 .17 的 始 值 癌 题 
{eye ps 0 CA.) 
u(ro sy) = Py), C4.2) 
它 的 几何 意义 就 是 求 方程 (4 .1) 的 通过 已 给 曲线 
Hixos 乓 一 人 CD 
交 积 分 有 曲面。 这 里 假设 商 数 FF 在 所 讨论 的 区 域内 有 二 阶 连续 的 偏 


导数 ， 
设 =Wr, 失 《4 .3》 
是 方程 (4 . 1 的 任 一 解 ， 于 是 以 &(z,8D、 皮 二 汉代 雁 方 程 中 的 


9 、 
tp，、9， 然后 再 就 zx 和 9# 求 偏 微 敲 ， 我 们 得 到 
PP. 十 也 二 甩 2 + Fo9 $9 =0, 


OX 

ap 4 
REFgf+ECEE rp et 
Tt ?oy ” oD 0, 


04 _ 9p 
因为 = 3y? 从 而 有 


F, +Fp+ Fr9P + F, 一 一 9p = ， 
ek Es : : 
C4.4) 
F, +Fq+ FS + F, 27. 


Er 
方程 组 (4. 4) 是 关于 了， 4 的 拟 强 性 篇 微分 方程 组 ， 它 的 特征 
方程 为 


dx dy  . dp dq . i 
I Sa 
FY” Fr+Fp Fria dt 45) 


出 于 
du = pdx + qd 
所 以 沿 若 特征 线 ， 有 


du 
dt #4.6 
Fp+ Foq ” C4.6) 


令 将 C4.6) 式 补充 到 (4.5) 中 去 ,于 是 在 t=wtzx, 切 是 方程 (4.1) 芍 
解 的 假定 下 ， 我 们 得 到 zC)，V(1，uC1)， 2，20 应 


OX 
足 的 方程 组 ， 


dd dp .da - 
F, FEF, Fp+rPea Ft+ Fp Ft+Fg 


(4.7) 
禁 西 发 现 ， 不 需要 知道 方程 人 (4.12? 的 解 4= az 可 以 直接 
从 方程 组 (4.7) 给 出 特征 曲线 的 定 闵 ， 事实 上 ， 假定 1=0 时 ， 
sre Ym)or Wmplyo) Ho, py) = ge ps 由 方程 
Flgosbo Ho Pd) =0 (4.8) 
求 和 于 是 让 始 值 问题 


ds dy dx dp .dd ut 
bo ForFa ”Fris” Era” 


df 


TO Io YO io WO =Dey . 
pl0) 一 Poy dD) = doy 《4 .92 
就 完全 确定 了 一 条 积分 基线 、 这 时 (4.7)， 《4.9) 的 解 具有 下 列 
形式 
Thiti ,woo so Pe ,0 )y 
Upto Wo Po do)y 
AU=p tt ,To Vo to ;Do do), (4d.10) 
P= ,roa so Po do), 
= bet ,Tororo Py») 


"F759 


在 (3287 空间 (4.109 的 几何 意义 是 + 
Tp Yo) 吕 一 功 区 3 t= (td) 
是 特征 曲线 ( 即 全 特征 线 )，p=yYstfyb)g=5s0tgo) 是 特征 组 上 
每 一 点 处 所 作 平 机 
百 一 不 一 天 天 一 次》 +a- 1) 《4.11》 
的 角 系 数 ， 此 处 ya 起 着 参数 的 作用 。 
我 们 把 特征 曲线 利 附属 于 其 上 各 点 的 平面 (4.11)， 合 起 来 称 
为 特征 长 条 。 这 就 明显 地 告诉 了 我 们 ， 要 使 方程 组 《4.77 的 解 成 
为 方程 C4,17? 的 特征 , 表 迁 式 (4,102? 所 应 含有 的 内 在 区 寺 。 而 县 出 
特征 作 则 积分 曲面 时 ， 特 征 曲 钱 上 各 点 的 附属 平面 正好 是 曲面 的 
切 平面 。 关 于 方程 组 (4.7)， 我 们 仍然 称 它 为 方程 (4.1) 的 笛 征 方 
程 。 
现在 证 明 方程 人 4,1) 的 积分 曲面 确实 可 由 以 上 定义 的 特征 线 
所 构成 。 必 须 注 尝 , 画 数 F(z,y,w,p,9,) 是 特征 方程 (4.7》 的 初 积 
分 ， 事 实 上 ， 沿 着 (4.7) 的 积分 曲线 ， 有 


dF dx dy dm dp dq 
a dt + Ft + Ps + Fo + Fess 


=FP,+PP,+ FFDt+ Fa — FP, + Pp) 
—F(F,+P.D=0, 
所 以 ， 在 特征 曲线 上 ， 就 有 
Per, HHP = Pr ,Ho sos Do sd0) = 0 
出 此 可 以 看 出 , 当 C4.7) 的 解 的 初 妨 条 件 由 关系 式 (4.8) 联 系 着 时 ， 
网 此 解 避 须 满 足 关 系 
Flry, HP) = 0, 
我 们 车 记 y 为 参 变 数 ?, 即 到 初 始 秆 (zo :go viypo 41) 为 参 变 
数 / 的 通 数 ， 当 然 ， 这 此 函数 匡 足 关系 式 《4.8)。 这 时 以 .10) 就 - 
* $376 * 


可 写成 . 
fC, 
[Y= Wc, 
4U=patt,r), C4.10) 
P=¥PCt,r), 
g=¥ett ,r). 
于 是 
Tobit rr) Y= Pat sr) Hpalt .ry 
就 是 一 个 曲面 。 若 固定 :就 得 到 一 条 特征 线 , 虽 然 在 此 上 曲面 上 的 每 
一 点 处 ， 当 了 = 由 CI,7)、9== 间 oCf yD 时 ， 都 有 
P(r,y uP A) 0s 


得 还 点 须 证 明 
Pz? Tay? 
也 就 是 说 ， 是 否 有 
dw = pdr + qdy 
或 者 写成 ， 
QWs Ops op 9 ) 
dt + War = y, (Wdt + 


+ J (dt + Wdr). 4.12) 


等 式 (4 ,12 等 价 乎 以 下 两 个 关系 式 ， 


章节 Os 
ET = + ps ET (C4.13) 
OPs Bi 人 
= 十 各 5 。 《 业 1 4 


出 方程 组 (4.7) 知 ， 等 式 (4.13) 是 成 立 的 。 氛 只 需 证 明 等 式 
#77 和 


C4,14)。 为 此 ， 祝 


0 4 99 
i 


， C4.15) 


只 要 能 证 明 V=0 即 可 , 
将 等 式 C4.15) 对 + 求 导 ， 得 到 
OV Os OP OW WB Op: Oye oy 
FF "Hor Hoar Yerae Df or Br 3 
再 碱 去 将 恒 刍 式 (4.13) 对 / 求 导 的 站 果 ， 
0 O's ,OW HOY Ob A _ oe Os 
Gior “3fo7 olar or of dr of” 


我 们 得 到 


OV oH, 0 de dy 


-二 一 一 一 一 


of or of or ot of or of 避 
po Os pp OI ops 
了 二 小 十 王 。 十 五 ， EE 
oF¥ Ga 


叉 因 为 把 C4.10)' 代 入 (4.1) 有 
Ft, sy ss ,pe ) 尘 闪 


对 " 求 导 ， 得 镜 
人 PP.3 + Re 也 Po e+ Pre 一 0， 
所 以 有 


ay Ops OP Ops 
人 

= 了， 《4 ,103? 
对 方程 (4.16) 积 分 ， 就 得 到 


”了 了 78 


~ iF or 
V=V.e In, , 


其 中 VV 是 V 在 1 一 0 时 的 值 ， 显 然 ， 上 内 要 V ,于 0， 就 可 推 得 Y=0,。 
根据 假设 ，Y ,的 关系 式 是 


Vo SD po pt =0, (4.17) 
所 以 
7 三 0。 
如 果 始 值 问题 (4.13，04.27 的 韧 始 条 人 几 是 以 参数 形式 给 出 的 ， 
To =To(s), Vo=Ho(s), Wo =U, (5) C4,18) 


这 时 相应 于 条 忻 (4.17) 欧 是 关系 式 
Wats) — PoCs)rots) — qo CUS) =0, 
连同 等 式 
下 《区 HoCs)s Wots), Pots), 40(8)) =0, 
确定 出 函数 Pp, = 7 了,(s) 和 qs =4,43)， 然 后， 对 方程 组 C4.7) 以 初始 
条 仲 为 ， 当 := 0 时 ， 
To=r0C8), Yo =yols), Wo=u0ts), Po=Po(s), 
de = os) 
提出 始 值 问题 ， 则 这 个 定 解 间 题 的 积分 册 组 ,就 是 方程 (4.1) 的 特 
和 古 级 ， 它 移 前 三 个 通 数 
Tmt Ym ), 于 四 下 CS 
就 是 方程 (4.1) 的 积分 曲面 的 参数 表达 式 ， 
上 述 哥 西 提 法 ， 可 以 推广 玫 含 个 自 变 量 的 非 线 人 性 偏 微分 方 
程 中 去 .这 方面 的 有 关 论 述 , 可 参阅 如 . B， 史 捷 班 诺 卖 的 《微分 方程 
教程 >。 
例 1 求 始 值 问题 
7 


和 
ui=y’ 


的 解 。 
解 ”首先 将 初始 条 件 写 成 参数 形式 : 


To=], 加 一 5 Wo=8?, 


当 的 方程 组 为 
dr dy 和 -和 了 8 


ag 3 2pg 了 4 
手 是 选取 定 解 条 性 为 当 上 = 一 0 时 ， 


. 四 
To=1, Ho = 8, Wo =8*, po 二 了， 40 二 23。 


我 们 就 得 到 与 (4.9)7 和 相当 的 定 解 问题 ， 从 而 解 出 


t=1+2sCe—1), y=1 + 1}, 此 一 S2E20 


p= 部 es 4q= 2381。 


w=1+2sCe!—1), 
y=1 + 三 (er 一 1)， 
= ste2, 


就 是 所 求解 的 参数 表达 式 。 
写 . 妈 


求 下 列 方程 的 通 解 ， 
和 了 380 . 


i, ——. 二 人 
BT 
2 
2 0 
aray 
人 
4 Br x Hs 
fe . 
By By 22 
5 Ce— Hy2) 83 ve 二 办。 
By 
6, W222) 2 “yz? — 72) 2 二 72 ty 0 
1 Ta ep 2+) = 由 
了 2 32 au 
8 也 2 《2 2 条 + 
自 。 《me 一 my) + Cn ls) + Cy HTY =0。 
Cn 、 好 1 是 党 数 ) 
EF Ee 
10, si 0 
1 .22 + az -aa 
Bo Bl 
12。 Zz -3 二 之。 
Bu 
13。 一 有 te ya C6、c 是 常数 》。 
求解 王 列 始 人 让 同 古 ， 
EF 2 
14 { 2 Vay 03 
当 z=1 时 ,2 二 #2。 
+ 23 0 


(3 一 32) -2 全- 
15 。 | 
zls-0 = pv 本 


了 8 和。 


20. 


21。 


22。 


23 


24, 


25。 


26。 


Ei 外 全 3 
{a =Dy 
ur = VW 
E23 84 


Ee 一 冯 
| nr Voy ™ I 


当 y = 1 时 ， = 3z。 


当 z = 0 时 ， = a, 
EI EL 
rT2— 则 3 -于 有 3 = 
人 vt) BE Cy? — ru) 这 
天 -22。 


BU 3U 

| rr ty = hy {上 是 正 台 数 )， 

妆 z@ 1 时 ， v=er', 

(12 + 2 XW， WT) 过 曲 闪 X= ge 
U2 

求 与 昌 面 "2 = ay8y 正 变 的 册 面 - 

证 明 偏 微分 方程 e(r,22 -2 Y ECz， 20-50=0 的 信 特 征 竟 线 都 是 
平面 巾 钱 ， 

求解 始 值 问题 


于 也 ， 
{2 

te = 3, - 

如 果 把 初始 条 件 换 虑 则 。-s = er， 其 结果 允 怎 料 ? 并 讨论 产生 这 点 


现象 间 原 固 。 . 
求 方程 zpq + yq? =1 通过 曲线 H=z，y = 的 积分 曲面 。; 


求 方程 xp +y9 = pa 的 特征 ， 并 导出 过 过 曲线 4= 二 rz，y=0 的 积 


分 曲 曾 。 


" 3829 


8. 1) y+ky= 0 (2) te 
dz _ ar dz 
(3) gr BR? (4) 30 +( 汪 2)]- -3 罕 “dt2 “=0. 


在 ， 1 小 有 时。 5。 me ~ Cmg + kv), v0) Do 


第 二 澡 
1,. Ttceost=0, 2 Inlyl-- =s-arctg z+e. 


3， Wt It sm do VCer-r-2, 6. 《1+z3)C1+ 
+ 2) = Crs, Be 《 工 中 二 人 一 全 站 = Ps 7T。 283"- Se i’ =0, 
8B,. WV -rao y=0x, 9。 2 一 en 10， vf}= — d+ 40» 
TH) = — 2t2 + 40t. 11, y= 人 +H 1 18。 W#=cC0srt 


+sinz。 13。 Zz2-y2=0r, 14。 y=c(1+ lin)), i6, 了 ao 中 


1 $k 2 
+ 一 和 本 二 三 一 一 一 一 一 辣 
2 16。， # 2e — x2 
一 一 一 3 一 工 一 一 
17 1 11 3 二 
.ln V ant+ 3- I 
17 {ei uy EN dy 了 ) VF 


恒心。 18. (Ftsto) lt, 1 z+ etg 0 


. 323 


ph 


20。 了 = ee 。 = 克 十 一 -一 全 -一 一 -一 
21。 HW= pe 


en ， 
32。 xX=X83 《pt 一 D{ert fe dz), 23. #=0"" (e+sinry, 
工 


24- Yeon I+, 5, yeetllnlzhs. 


1 ss -rt 5 1 
。 EC 一 |e "dry, » =X+ 。 
26 Ky ‘ | Ty 27, 二 和 pt 站 下 
. 4 1 
rc CE T2—, 29。 y=2r2cIn | +1y, 11 eye ，， 
1 
31， sinty—-w) wce T° ， 34。 2 — Sy2+dry=0, 35。 Zz2+y2 
- 2arctg =0. 36, zyt =e. 37 。 Usinz+ peosy = ce. 
38。 Ta + dray2+pyt 一口。 39。 er T= 
A0, X22=C. 41l, XW — Ax =0, 
42, XEr— 24y ue, 43。 p+pes = 站。 44。 ner? + py2) + ot =0. 
45. 3244+V+1l=er， 46。 3-T2-1=pz。 47 -1 +lilnfiz)s 
XY 2 
ac dB hs 449, kh=— 1  “，、 50。 有形 
bx) neg) rir) —y 
aM AaN 
hrty) 的 积分 因子 的 充 变 条 件 是 9 二 全 一 仅 是 x+y 的 画 数 ， 
+ 


51. CVO te -oy -er -0=0 52。 z+ 


9 - 人 + 二 入 (3 为 参数 ) 。 53。 2 


为 套数 》， 64。 《2 一 T2 EIN Ce "ti 1y=0, 55。 《eg aa 一 中 


{xy £) =0, 56。 (8 一 C38 一 YX8 一 0。 57。 人 一) (Cw H +R) 


和 -一 二 y= + 也 i- 1 为 


(Yee 8 rp 
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会 数 )。 59。 x=yp- p32, y= (pv 1~— pi 一 a sinp 


1 
wii- 


+ey 四 . -PP 1 pl 
【2 为 参数 ) 60。 工 2 -+ 3， y= 才 sniplte (上 为 参 


数 )。 61。 通 解 y=cer+e- ce?, 奇 解 y = 全 (x+ 22。 62。 x= 


€ 


“人 a sy 


lp 一 3 
本 由 + (PP 汶 矢 数 ) [站 网 v= -200rotep to He 


i Tp 一 为 参数 )。 车 令 # "= 二 = - 2039- gsin2p+6 d= 


+1l V3 为 参数 }。 63， z=p -pt2y= pm 


=20C0s2q (Cp 次 者 数 )。 85。 wl+z ty 一 atctg 了 =0, 66, 
LM 十 BC ~ Hr+ 2)}=0. 87, ertysinz+ reosz -slnzy) =e, 68. 
FY 


may -= 69。 siny = fsinz -52 提示 ， 信 sinz =u，siny =i)。 


70。 (yertaoly ertl=0 71。 二 =er， y=ei", 
73。 无 坷 解 。 Td, WO 75， 无 霖 解 。 76。 JW =Xatrccosz— 


- sinarccosz),。77。 y=C， J = ~0。78。 尝 解 y = -了 2 它 过 所 给 定点 
C2， -1)， 故 定 解 问题 的 解 无 穷 多 个 ， 写 出 四 个 如 下 ， y= 


-I 土 世 名 
Ht+1l y= {4 
一 光 十 1 I 3, 


: 
三 党 
第 三 ; 


4 
9, Ha=2es 4 Masl-Ictgr, 5。 i 


和 了 。 | dz。 8。 对 第 7 题 梳 分 ? 


次 得 本 方程, 放 了 = ae (onto eaz)， 9 0) (en+ 


， zr 
间 = 8inzs+i 
* Va LOS% 
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直 3Y3 十 全 十 和 3) 芭 + (xe STI — Cr + +0 (2) Py" + (r+ 


+ -y=0 (3) 2 2TH NY + OT + DY 20 04) TI + TE = 


=0 C53) wr — 2 Cr i 2 TT 87 
HT + oO 7) drigr + dU + 2 30 C8) (arr+ 
+ bx)y* 十 368 — 20y =0)69) ZH try ~ Y= 0 C01673 + Car + BY = 


= 人 站， ta 将 ta:z2 代 入 方程 并 消去 Vi， 得 p+ 9 嘟 党 
充 要 条 体 。13。 全 个 方程 相 问 。 即 得 公共 解 e 于吉“*。 这 两 个 方程 的 
明 解 依次 为 y=e | 了 [4+ 如 es -p: )dr), 


一 :4d: 
ye I [As + [(2 201 ba 2 ) dz] 上 bis Po: dQ1s9% 


2 一 3 biga — Pag 
之 同 的 关系 式 是 (全 人 2) > D1” 名) tpg 


s+v17 rl J 
2 2 


45。 Woes*t+ceas2*s, 16, Ye1e 


17。 je ( py cos lS c asin" Sz ) 。 18。 W300 十 Dag 2", 


_1 全 可 | 
19。 y=# 了 cloosY5 e+ oasin 3 z) 二 


21。 令 1 =e"” 方程 化 为 (+ 00 =9。 22。 不 变 式 了 1， 命 攻 二 2 


方程 化 为 of 二 4=， 23。 今 y= We” ， 方 程 化 为 加 -bs0。 24。 令 ! 


asinz， 方 程 化 为 (Dt+oyCD) =0， 26. y= (el 十 037]62 二 2 + 


1 9 a -a_.l oe 
T+ 2 aC1e" + O26 t+1), 28, W=0l + oa 


1 1 1 17 秋 
一 -~ COST + TSin CS BCOS82IT+ 
芷 十 $2T 303 T+ 350 5 下 + 


2 0 


1 1 n -Br 工 1 如 
nn r+ singr, 30,. p=0e" + 2 Te 十 -二 .COST 中 Si 位 区 
+ abin2x+ gt 3 27. M0. HH=e 六 260 z0 
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nn .1 3 .| 2 1 
。 =0187 + O28 "+ Te + -cor -singr, 32。 一 人 2 | 一 - 
31, WW=¢1 28 十 前 而 2 32。 yu ( 2 
1 1 1 入 1 
十 TF rl 
2X3 3X4 26 x27 之 7 “ 


33， X=tocostlnf}y + cesintlnty + Inf], 34。 y=0[ 一 
+33 3 (2-2 ) Init 人 e+1] +ca(zs 2) -二 35。 本 题 求 消 中 条件 


VC07 -0 uC0) = 1 的 解 ， 为 了 = 一半 一 ze 36 网 数 yi) 痪 足 


2 +=6re yt0)=1, y(t0)=0 解 出 得 y= -70-237+ge-" 
+ 372 一 67)e 一 837。 化 为 二 阶 方程 ri" ~ 2 一 277 = 一 48'， 得 舵 x1 = 


462 + Ore +20, Ta 7 C162! + 2020"! + 201, 38， 化 为 二 和 防 方 程 zi? 十 
+2 7 = co 引证 扫 ，。 得 解 zx， =cost+ 12—2+2 fsint, rs = - Zsin t+ zt 
XCost+ 2。39， 尼 为 二 往 方 程 y* +V= 5sinf 得 解 z= 二 (sinf -- 3cost) ， 


3 “1] ,3 5 
= cost+— sinif — teost, 交 1 
2= 了 了 了 元 4ie {1) 


了 es 《27 ys 


2 
Res>>Recr (8) ya Res>0; (4) 证 二 ye， Res>0s 
《5? VE Res>0; (8) are te Res>0. de (C1) (eost- 


~ OSH) | C2) Bin tsinats (8) ez:— ely C4) 1-e -fe ', 《5》 


l~e 9 {6 Teos2f, 43。 y= -3 2:4+ de 44。 y= -+ + 


+ 45。 y= (sine- cosz) + 于 earCsiaz 二 cosz)， 46 = 


1 工 
CTT De es dd?7, 三 守 + 
2 3 D rl 


“387 ， 


CC—iNidt _xekE + 
+ 之 BR 1 aR a oa ) 


上 = 


> Co— IY dtsitl 
tot (3k + 1)3kt3k — 2)(3kE — 3).d"8 )» (rl < 


= do* S Ro 3 CH +) 2+ { 
48, y= an + 1) i z } + 1 


+ DE islce. 49。 VW= 
上 = 
1 光一 0) 


Cy ECL—11},. 50, y=00(1+ 472}+ 


tat] — _ 
ta Dl 2 [zl2. 51,. y= O008w + Gsin vz 
k=0 


Ak 1 
BIT 一 可 
所 二 = 十 一 二 一 一 一 一 一 一 一 一 十 站 
wel0,00), 52, y=a0(1 3 之 Cs) oC 
1 1 1 ud = 
一 _ TH 
tO 7?) ze (0 B)Sa vr onl to D nmi ms 


TELO, om}. 54。 B= 0 Ht2r)+ TaC2x), 55。 y= 605( -w+oy 
5 


3 mm 
toa, 56。 y= ci( rt) +e, 57。 Ue + 站 = 总 


58.。8= 一 和 + ( 1+— ) m +ewltes, 59.1+01x2= Cv ot tea) 3, 
了 1 21 : 7 


E33 
60。 = 地 (z+01) tos. 81. 2y + eln lz2 re |= z+ 0, 62. | 
= 1.2.1 ,1 -一 一 - 
= +t eV 1 + + I+ ) ] +es, 63. ery 


(和 一 术 -) -z+0s， 或 令 p= tgp 得 参数 范式 的 第 z= 
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